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Aufgabe 40 (Pflichtabgabe)
Es sei A € Matc(m,n) mit Rang A = r. Zeigen Sie:

a) Es gibt Matrizen F' € Matc(m,7) und RY € Matc(r,n) mit Rang F' = Rang R = 7 und
A = FRY. Tipp: Betrachten Sie die linear unabhiingigen Spalten von A.

b) Die Matrix At := R(RIR)~Y(FH F)~'F ist wohldefiniert und erfiillt

AATA = A (1)
AT AAT = At (2)
(AATH = AAT (3)
(ATAH = ATA (4)

AT heifit die Moore—Penrose-Inverse (MPI) von A. Thre Eindeutigkeit wird in Aufgabe 42
bewiesen.

Aufgabe 41 (Pflichtabgabe)
Es sei N € Matc(3,3) nilpotent.

a) Zeigen Sie: Fiir die Matrix E3— N ist A := E5— %N— %NQ eine Wurzel, d.h. A2 = E5— N.
b) Bestimmen Sie Wurzeln fiir F3 + N und A\E3 + N.

Aufgabe 42
Es sei A € Matc(m,n) und A* € Matc(n, m) ihre MPL. Zeigen Sie:

a) Ist B € Matc(n, m) eine weitere Matrix, die die Bedingungen (1) bis (4) der MPI erfiillt,
soist AT = B.

b) Sind U € Matc(m,m) und V' € Matc(n, n) unitéir, so ist
(UAV)t =vHATUH

c) Ist Rang A = m, so ist AT = A" (AAH)~1,

Aufgabe 43 (MPI und Bestapproximation)
Es sei A € Matc(m,n) und AT € Matc(n, m) ihre MPI. Zeigen Sie:

a) Die Abbildung F : C™ — C™, x — (E,, — AA")z ist eine orthogonale Projektion auf
(Bild A)*.

b) Fiir jedes x € Bild A" gilt: AT Az = z.

c¢) Fiir ein LGS Az = b ist der Vektor zg := A"b die Bestapproximation (der Lésung) mit
kleinster euklidischer Norm.



