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Vorwort

Hinweise zur Notation

¢ In den natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} ist die O nicht enthalten.
Wenn die Null dabei sein soll, schreiben wir Ny = N U {0}.

o Wirschreiben A C B um auszudriicken, dass jedes Element der Menge
A ein Element der Menge B ist. Dabei ist auch die Gleichheit A = B
moglich. Wenn die Gleichheit ausgeschlossen sein soll, schreiben wir
A C B. Die Notation A € B wird nicht verwendet.

o Abbildungen zwischen zwei Mengen A und B schreiben wir mit einem
Pfeil A — B, wihrend die Abbildungsvorschrift fiir einzelne Elemente
mit dem Pfeil a — b beschrieben wird.

o Mitidy bezeichnen wir die identische Abbildungidx: X — X,a—a
auf einer Menge X.

¢ Hin und wieder verwenden wir die logischen Formelzeichen:

Vfiir alle, desgibt, = impliziert, Aund, V oder.
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KapiTEL 1

FEbene Kurven

Die algebraische Geometrie untersucht den Zusammenhang zwischen Poly-
nomgleichungen in mehreren Variablen (Algebra) und ihren Losungsmengen
(Geometrie). In diesem Kapitel erldutern wir einige grundlegende Ideen die-
ser Theorie am Beispiel ebener Kurven.

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, zum Beispiel der Kor-
per C der komplexen Zahlen. Wir schreiben A? = K> = {(a,b) | a,b € K}
fiir die affine Ebene iiber K. Eine Kurve in A? ist die Losungsmenge einer
Polynomgleichung in zwei Variablen:

Definition Sei f € K[x,y] ein Polynom in zwei Variablen. Wir schreiben
V(f) = {(a.b) € A% f(a.b) = 0}

fiir die Menge der Nullstellen von f in A2, Ist £ nicht konstant, dann nennen
wir V(f) eine ebene (affine) Kurve. Falls das Polynom f irreduzibel ist
(also nicht das Produkt von zwei nicht-konstanten Polynomen), dann nennen
wir auch die Kurve V(f) irreduzibel. In diesem Fall heif3t der Grad von f
auch der Grad der Kurve.

1.0.1 Beispiele (1) Eine Gerade ist eine Kurve vom Grad 1, also von
der Form V(cx + dy + ¢) mit ¢,d,e € K, wobei ¢ # 0 oder d # 0.
(2) Die vertrauten Kegelschnitte sind irreduzible Kurven vom Grad 2:

I
N

Parabel V(y — x?)  Hyperbel V(1 — xy)  Ellipse V(x? + 2y* — 4)

Dagegen definiert ein reduzibles Polynom vom Grad 2, zum Beispiel das
Polynom f = xy, ein Geradenpaar in A O

1

Verschiedene
Polynome konnen
dieselbe Kurve
definieren, denn es
gilt zum Beispiel
immer V(f) = V(cf)
fiir ¢ € K*, und auch

V() = V().

Diese Bilder sind
reelle Bilder in R?,
obwohl der Korper K
Ja algebraisch
abgeschlossen sein
soll. Bilder konnen
deshalb tiuschen. In
Analysis und
Topologie wird man
aufserdem daran
gewohnt, sich C als
komplexe
Zahlenebene
vorzustellen. Das ist
nicht die Sichtweise
der algebraischen
Geometrie: C ist eine
Gerade, erst C? eine
Ebene.



? Warum
o kann es keinen
endlichen

Korper geben, der
algebraisch
abgeschlossen ist?

Eine lineare
Gleichung beschreibt
eine Gerade
(eindimensional),
wéhrend zwei
unabhdingige lineare
Gleichungen einen
Punkt beschreiben
(nulldimensional).
Wie der Satz zeigt, ist
dieselbe
Dimensionsaussage
bei ebenen Kurven im
Prinzip genauso
richtig. Im
Allgemeinen ist die
Sache allerdings viel
komplizierter, wie wir
spdter sehen werden.

1 Ebene Kurven

Ist f = fi--- fr ein Produkt von irreduziblen Polynomen in K[x,y],
dann gilt offensichtlich

V() =V V- UV(f).

Die irreduziblen Kurven V(fi),...,V(fi) werden dann die irreduziblen
Komponenten von V(f) genannt.

Uber einem Korper, der nicht algebraisch abgeschlossen ist, zum Bei-
spiel K = R, wire unsere Definition von Kurve nicht sehr iiberzeugend. Zum
Beispiel hat das nicht-konstante Polynom f = x? + y? iiber R nur die Lo-
sung (0,0). Dieses Phdnomen kann iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper so nicht auftreten, nach der folgenden Aussage.

1.0.2 Lemma Jede ebene Kurve besteht aus unendlich vielen Punkten.

Beweis. Es sei C = V(f) mit f € K[x,y] \ K. Da f nicht konstant ist,
hat es jedenfalls in x oder y positiven Grad. Sei ohne Einschrinkung d =
deg,(f) > 0 und schreibe f = %2 fiy' mit f; € K[x]. Der Leitkoeffizient
fa ist dann ungleich 0, hat also hochstens endlich viele Nullstellen. Da der
Korper K algebraisch abgeschlossen ist, ist er unendlich, und fiir jedes a € K
mit fy(a) # 0istdann f(a,y) € K[y] ein nicht-konstantes Polynom, hat also
eine Nullstelle in K. Jede solche Nullstelle liefert einen Punkt auf C. O

Dagegen schneiden sich zwei verschiedene irreduzible Kurven immer in
hochstens endlich vielen Punkten:

1.0.3 Satz Es seien f,g € K|x,y] zwei teilerfremde Polynome. Dann ist
V(f) N V(g) c A? eine endliche Menge.

Beweis. Als erstes brauchen wir eine Tatsache aus der Algebra: Da f und
g teilerfremd in K[x, y] sind, sind sie auch teilerfremd im Ring K(x)[y] —
dies folgt aus dem GauBschen Lemma (siehe Lemma A.2.6 oder Bosch [2],
§2.7). Da das ein Polynomring in einer Variablen iiber einem Korper ist, gibt
es nach dem Lemma von Bézout zwei Polynome p, g € K(x)[y] mit

pf+qg =ggl(f.g)=1.

Die Koeffizienten von p und ¢ sind rationale Funktionen in x, haben also
eventuell Nenner. Wenn wir die Gleichung mit allen in p'und g vorkommen-
den Nennern multiplizieren, erhalten wir eine neue Gleichung
pf+qg=r, mit p,g € K[x,y],r € K[x],r #0.

Fiir alle (a,b) € V(f) N V(g) ist also r(a) = 0. Also nimmt die erste Ko-
ordinate in V(f) N V(g) hochstens endlich viele Werte an, die den endlich
vielen Nullstellen von r entsprechen. Dasselbe konnen wir fiir die zweite
Koordinate zeigen, so dass V(f) N V(g) insgesamt endlich ist. O

Satz 1.0.3 sagt nichts dariiber, aus wievielen Punkten der Durchschnitt
V(f) N V(g) besteht. Ist d = deg(f) und e = deg(g), dann kann man



verhiltnismifBig leicht zeigen, dass es hochstens d - e Punkte sein konnen,
und es sind genau d - e, wenn man die Punkte »mit Vielfachheit« zéhlt und
auBlerdem Schnittpunkte »im Unendlichen« beriicksichtigt. Diese Aussage ist
ein beriihmter Satz von Bézout, der einerseits den Ubergang zur projektiven
Ebene (Punkte im Unendlichen) und andererseits die lokale Schnitttheorie
(Vielfachheiten) erfordert; siehe dazu §3.3.

Statt durch eine Gleichung kann eine Kurve auch durch eine Parametri-
sierung gegeben sein. Das ist das, was man (iiber den reellen Zahlen) aus der
Analysis-Vorlesung im ersten Studienjahr gewohnt ist.

1.0.4 Beispiele 1In den folgenden drei Beispielen sei char(K) # 2.
(1) Wir betrachten die Abbildung

Al - A?
¢ - (A1)

Thr Bild ist die Neilsche Parabel C = V(x3 — y?).

A

Denn ist (x,y) € @(Al), dann gibt es t € K mit x = 2, y = 73, also
x3 = 1% = y? und damit (x, y) € C. Sei umgekehrt (x, y) € C und sei fy = Vx
eine Quadratwurzel von x. Dann sind itg die beiden Quadratwurzeln von
x3. Da auch y eine Quadratwurzel von x7 ist, gilt also y = tg oder y = (—1)>.
Setzt man entsprechend ¢ = fy oder t = —tg, so folgt (x,y) = ¢(1).

(2) Ein weiteres Beispiel ist die Parametrisierung des Einheitskreises,
also der Kurve C = V(x? + y — 1): Jeder kennt die reelle Parametrisie-
rung durch Winkelfunktionen. Es gibt zwar keine Parametrisierung durch
Polynome, wohl aber durch rationale Funktionen, ndmlich die Abbildung

Al -5 A?
L t — (L r-1

Der gepunktete Pfeil deutet dabei an, dass die Abbildung nicht iiberall defi-
niert ist, ndmlich nur fiir # # +i. Das Bild von ¢ ist in C enthalten, denn

26\ (21 2_4t2+t4—2t2+l_(1‘2+1)2_
2+1 2+1 2+1?2 (2 +1)?

Die Umkehrabbildung ist die stereographische Projektion

|

c --» Al
()C,y) — g

WiLLiam NEILE
(1637-1670),
englischer
Mathematiker

Der Ubergang von
der Parametrisierung
zur Beschreibung
durch eine Gleichung
wird Implizitisierung
genannt. Dazu muss
man aus den
Gleichungen, die x
undy durch t
ausdriicken, den
Parameter t
eliminieren. Wir
werden spditer sehen,
wie man das
systematisch macht.



Uberlegen Sie sich,
wie das Bild mit der
Rechnung
zusammenhdngt.

1 Ebene Kurven

wie man leicht nachrechnet. Sie ist undefiniert im Punkt (0,1) € C.

/
/

(3) Eine weitere kubische Kurve, die sich parametrisieren ldsst, ist
Ca=V(* - ¥*(x - Q)

fiir ein A € K. Fiir 4 = 0 ist das die Neilsche Parabel, fiir 1 # 0 dagegen eine
kubische Schleifenkurve. Hier ist das reelle Bild fiir 4 = —1.

y

A

Dazu betrachten wir die Abbildung
Y Ca--- Al» ()C,y) = Y/X,

die fiir alle x # O definiert ist. Sie ist bijektiv und ihre Umkehrabbildung ist
eine Parametrisierung von C; (siehe Ubung 1.0.6). O

Solche Parametrisierungen von Kurven sind niitzlich, weil sie die Glei-
chung explizit auflosen, so dhnlich wie beim Ldsen von linearen Gleichungs-
systemen. Wir gehen daher der Frage nach, ob das immer moglich ist.

Definition Eine ebene Kurve C C A2 heiBt rational, wenn es zwei ratio-
nale Funktionen p/q,r/s € K(t) gibt, die eine Abbildung

Al s C
p: p) r@)
S o o)
definieren, welche surjektiv ist, auler in hochstens endlich vielen Punkten.

Man kann zeigen, dass eine rationale Kurve notwendig irreduzibel ist.
Ist C = V(f) mit f irreduzibel, dann geniigt es fiir die Existenz einer
Parametrisierung wie oben, dass die durch Z und § definierte Abbildung



nicht konstant ist und die Gleichung f = 0 erfiillt, dass also
)
q s
in K(r) gilt. Es stellt sich allerdings heraus, dass viele (in einem bestimmten
Sinn fast alle) ebenen Kurven vom Grad mindestens 3 nicht rational sind.

1.0.5 Satz Es gelte char(K) # 2 und sei f € K[x] mit deg(f) = 3. Genau
dann ist die ebene kubische Kurve V(y* — f) ¢ A? rational, wenn das
Polynom f eine mehrfache Nullstelle besitzt.

Man kann zeigen, dass dies bis auf einen affinen Koordinatenwechsel im
Wesentlichen alle irreduziblen kubischen Kurven sind (»Weierstra3-Form«).
Die Aussage in Satz 1.0.5 wird meistens mit mehr Theorie bewiesen. Der
folgende direkte Beweis findet sich im Lehrbuch von Reid [13, §2].

1.0.6 Lemma Es gelte char(K) # 2, und seien f,g € K|t] teilerfremd.
Angenommen, es gibt 1 € K* \ {0, 1} derart, dass die vier Polynome

f’g’f - g?f - /lg
Quadrate in K|[t] sind. Dann folgt f,g € K.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir f und g vom Grad hochstens d
mit Induktion nach d. Fiir d = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also d > 1, und es
gebe zwei teilerfremde Polynome u,v € K[t] mit f = u”> und g = v>. Da

f—g=u2—v2=(u+v)(u—v)
f-Ag =u’ -1’ =(u+\av)(u—\av)
ebenfalls Quadrate sind und « und v teilerfremd sind, sind die vier Polynome
u+v,u—v,u+ NAv,u — Vv

ebenfalls Quadrate. Setze

_Va+1 V-1
2

d =
(u+v) und s >

(u—v).

r

Dann sind r und s sowie r — s = u + Vv allesamt Quadrate, und ebenso

VA+1)  VA+1
r—(ﬁ_l)s—ﬁ_l(u—\ﬁv).

Nach Induktionsvoraussetzung folgt r, s € K und damit f,g € K. O

Beweis von Thm. 1.0.5. Es sei C = V(y* — f). Falls f eine mehrfache
Nullstelle hat, dann konnen wir nach Koordinatenwechsel annehmen, dass
f = x*(A = x) fiir A € K gilt. Eine Parametrisierung dieser Kubik wird in
den Ubungen konstruiert (sieche Ubung 1.0.6).

Hinter dem Beweis
steckt ein
urspriinglich
zahlentheoretischer
Trick von PIERRE DE
Fermar (1607-1665),
der unter dem Namen
»unendlicher
Abstieg« bekannt ist.



Ein Polynom
ist genau dann
ein Quadrat in

K(t), wenn das
bereits in K|[t] der
Fall ist. Warum ist da
so?

Die Ableitungen von
Polynomen sind wie
tiblich formal nach
den Ableitungsregeln
gegeben (was iiber C
natiirlich mit der
Grenzwert-Definition
tibereinstimmt).

1 Ebene Kurven

Angenommen f hat keine mehrfache Nullstelle. Durch Koordinaten-
wechsel konnen wir dann erreichen, dass f = x(x—1)(x—A) fir A € K\{0,1}
gilt. Es sei ¢: A --» C eine rationale Abbildung, gegeben durch ein Paar
(p/q,r/s) von rationalen Funktionen. Das heiflt also p,q,r,s € K|[t] sind
Polynome mit ggT(p,q) = 1, ggT(r,s) = 1 und

2
(5 = (B0
S q/\4q q
Bereinigen der Nenner gibt
r’¢> = s*p(p = 9p = 29)-
Weil p, g sowie r, s teilerfremd sind, folgt s%|¢> und ¢3|s2, also s> = ag? fiir

«a € K*. Dann ist
i)
aqg=|-
q

und damit ¢ ein Quadrat in K[¢]. AuBerdem folgt durch Einsetzen von s
aq’ in die obige Gleichung

r*=p(p-q)(p - 19

bis auf Skalierung. Es folgt, dass p,q,p — ¢q,p — 1q Quadrate in K[¢] sind.
Nach dem vorangehenden Lemma folgt daraus p,q € K und aus den obigen
Gleichungen dann auch r, s € K. Also ist die rationale Abbildung ¢ konstant
und damit keine Parametrisierung von C. O

2:

Man kann also die Losungen von Polyomgleichungen im Allgemeinen
nicht durch Polynome oder rationale Funktionen parametrisieren. Deshalb
liegt der Schwerpunkt in der algebraischen Geometrie auf dem Umgang mit
den impliziten Beschreibungen, also den Gleichungen.

Wir diskutieren am Beispiel von Kurven noch ein weiteres wichtiges
geometrisches Konzept, ndmlich Singularititen bzw. Tangenten.

Definition Es sei f € K[x,y] ein irreduzibles Polynom. Ein Punkt (a, b) €
V(f) heiit singuléar oder eine Singularitit, wenn der Gradient V f in (a, b)
verschwindet, wenn also

of
0x

af

(a7 b) = a_y

(a,b) =0

gilt. Andernfalls heifit der Punkt regulir.

1.0.7 Beispiel Die Spitze der Neilschen Parabel und die Selbstiiberkreu-
zung der kubischen Schleifenkurve sind Singularitéiten: Es gilt

Vo2 - x - ) = ("3 . 2“)



und ausgewertet im Punkt (0,0) ist das der Nullvektor. Die Kurven haben
sonst keine weiteren Singularitéten. O

Sind fi, o € K[x,y] zwei irreduzible Polyome und ist f = fif>, dann
gilt Vf = fi - VL + o - V£, was den Nullvektor gibt in jedem Punkt, in
dem f; und f; beide verschwinden. Die Kurve V(f) = V(fi) U V(f>) hat
zwei irreduziblen Komponenten. Deren Schnittpunkte sind in diesem Sinn
ebenfalls Singularititen der Kurve V(f), da V f dort verschwindet.

Definition Essei f € K[x,y] ein irreduzibles Polynom und C = V(f). Die
Tangente an C in einem regulidren Punkt (a, b) ist die Gerade (V f)(a, b)* +
(a,b). Sie hat also die Gleichung

af

a(a, b)(x —a) + g(a, b)(y - b) =0.

Kurve mit Tangente

1.0.8 Beispiele Besonders einfach ist das im Nullpunkt: Der ist genau
dann ein reguldrer Punkt von V(f), wenn der konstante Term von f gleich
0 ist und der lineare Term ungleich 0. Der lineare Term gibt dann gerade die
Tangentengleichung. Betrachten wir dazu folgende Beispiele:

B -y2=0 B+x2-yr=0 4x3+5x2+x-y2=0

Bei der dritten Kurve ist die Tangente in (0,0) also die Gerade V(x). In den
anderen beiden Fillen ist der lineare Term 0 und damit (0, 0) singulér. O

Ubungen

Im Folgenden sei immer K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Falls
nicht anders angegeben, gelte char(K) # 2.

Ubung 1.0.1 Welche der folgenden Polynome in K[x, y] sind irreduzibel? (a) x2 — y
(b)xy—1(c)x2+y2(d)x2+cxy+y2— 1(ceK)

Ubung 1.0.2 Finden Sie fiir jedes d > 1 ein irreduzibles Polynom vom Grad d in
K[x,y].

7

Uberpriifen Sie, dass
der Nullpunkt die
einzige Singularitdit
ist.

Erinnerung ?
an die Analysis:

Wie bestimmt

man die Tangenten
einer
parametrisierten
Kurve in R™?

Der quadratische
Term der kubischen
Schleifenkurve ist
x2-y? = (x=y)(x+y)
und beschreibt damit
zwei
Ursprungsgeraden,
die man als
verallgemeinerte
Tangenten im Punkt
(0, 0) auffassen kann.



1 Ebene Kurven
Ubung 1.0.3 Es seien f,g € K[x,y] irreduzible Polyome. Zeigen Sie: Ist V(f) =
V(g), dann gibtes ¢ € K, ¢ # 0, mit f = cg.

Ubung 1.0.4 Finden Sie die Anzahl der Schnittpunkte des Kreises V(x? + y2 — 1)
und der Geraden V(y — Ax — p) in A2 in Abhingigkeit von A, u € K.

Ubung 1.0.5 Zeigen Sie, dass jede ebene affine Kurve vom Grad 2 bis auf Koordi-
natenwechsel und Translation in der affinen Ebene A2 eine der folgenden ist:

X2+ y2 -1 Kreis

x2 - y Parabel

x2- y2 schneidendes Geradenpaar
x2 -1 paralleles Geradenpaar

Zusatz: Warum taucht die Hyperbel nicht als weiterer Fall auf?
Ubung 1.0.6 Betrachten Sie die kubische Schleifenkurve
Ca =V = x*(x= )
fiir 4 € K und die Abbildung
Y Cp--» Al (x,y) - y/x.

Konstruieren Sie eine Umkehrabbildung ¢: Al --» C von  und zeigen Sie damit,
dass C, eine rationale Kurve ist. Kénnen Sie die Abbildungen ¢ und ¢ (in Analogie
mit der stereographischen Projektion) geometrisch interpretieren?

Ubung 1.0.7 Es sei ¢ € K[x,y] ein Polynom vom Grad 2. Zeigen Sie: Falls ¢
irreduzibel ist, dann besitzt die Kurve V(q) keine Singularititen. Inwieweit gilt auch
die Umkehrung?

Ubung 1.0.8 Es sei f € K[x] ein Polynom vom Grad 3. Zeigen Sie, dass die
kubische Kurve V(y2 - f) genau dann eine Singularitiit besitzt, wenn f eine mehrfache
Nullstelle hat.

Ubung 1.0.9  (a) Bestimmen Sie die singuldren Punkte der ebenen Kurven, die
durch folgende Gleichungen bestimmt sind.

@) x2=x¥+y*
(i) xy= X0+ y6
(i) x3 = y2 x4 y4
@iv) x2y + xy2 =x*+ y4
(b) Zeichnen Sie fiir jede dieser Kurven das reelle Bild (mit Hilfe der Mathematik-
Software Ihrer Wahl).

Ubung 1.0.10  (a) Es gelte char(K) = p > 0. Zeigen Sie: Jede Ursprungsgerade
in A2 bis auf eine ist eine Tangente an die Kurve mit der Gleichung y = x? +l

(b) Es gelte char(K) = 0 und sei C C A? eine irreduzible ebene affine Kurve.
Beweisen Sie, dass nur endlich viele Ursprungsgeraden tangential an C sind.



KAPITEL 2

Affine Geometrie

In diesem Kapitel geben wir eine Einfiihrung in die Theorie der affinen
Varietéten, der Losungsmengen von Polynomgleichungssystemen im affinen
Raum. Dem gegeniiber stehen die projektiven Varietiten, die erst spiter ein-
gefiihrt werden. Als bekannt vorausgesetzt werden dabei einige Grundbegrif-
fe der Algebra. Was dariiber hinausgeht, wird zusammen mit der Geometrie
entwickelt oder ist im Anhang ausfiihrlicher dargestellt.

2.1 Affine Varietiiten

Im Folgenden bezeichnet K immer einen algebraisch abgeschlossenen Kor-
per. Bekanntlich bedeutet dies, dass jedes Polynom in einer Variablen iiber
K in Linearfaktoren zerfillt. Das wichtigste Beispiel ist der Korper C der
komplexen Zahlen. Allerdings stellen wir in der Regel keine Voraussetzung
an die Charakteristik von K.

Der affine Raum der Dimension 7 iiber K ist einfach die Menge K" und
wird in der algebraischen Geometrie mit A" bezeichnet. Insbesondere heif3t
A die affine Gerade und A? die affine Ebene. Ein Element p € A" heiBt
ein Punkt, und ist p = (ay,. . ., a,), dann nennen wir die Eintrige a; € K die
Koordinaten von p. Es sei K[xy,...,x,] der Polynomring in n Variablen
iiber K. Ein Polynom f bestimmt die Funktion f: A" — K, p — f(p). Ist
T C K[xy,...,x,] eine Menge von Polynomen, dann schreiben wir

V(T) = {pe A" | h(p) = Ofiiralle h € T}
fiir die gemeinsame Nullstellenmenge der Polynome in 7. Fiir eine endliche
Menge T = {hy,...,h} schreiben wir V(hy,. .., h,) fiir V(T).

Definition Eine Teilmenge V C A" heift eine affine Varietiit, wenn V =
V(T) tiir irgendeine Menge T von Polynomen in K[x,. .., x,] gilt.

2.1.1 Beispiele (1) Die ebenen Kurven aus dem vorigen Kapitel sind
affine Varietiten.

(2) Die affinen Varietiten V c Al sind endlich, auBer V = Al. Denn
ein Polynom 4 € K[x], h # 0, hat nur endlich viele Nullstellen in K = Al.

9
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2 Affine Geometrie

Umgekehrt ist jede endliche Teilmenge von A! eine affine Varietit. Denn ist
V=A{ay,...,an} c Al,danngilt V = V(h)mith = (x—a;)--- (x—ap). <

2.1.2 Proposition Die Vereinigung endlich vieler affiner Varietditen ist
wieder eine solche, ebenso der Durchschnitt beliebig vieler affiner Varietd-
ten. Die leere Menge und der ganze Raum sind affine Varietditen.

Beweis. Fiir die Aussage iiber endliche Vereinigungen reicht es zu beweisen,
dass die Vereinigung von zwei affinen Varietiten wieder eine ist, dann folgt
der allgemeine Fall per Induktion. Ist also V} = V(T}) und V, = V(T3), dann
ist Vi UV, = V(T T), wobei TiT, aus allen Produkten ijh, mit h; € Ti,
hy € T, besteht. Um das zu beweisen, sei p € Vi U V;, also p € V] oder
p € V2. Dann verschwindet jedes Polynom aus 77 oder jedes aus 75 in p
und damit auch jedes aus T77,. Ist umgekehrt p € V(T1Tz) und p ¢ Vi,
dann gibt es h; € T mit hj(p) # 0. Fiir jedes hy € T» gilt nach Annahme
(h1ha)(p) = hi(p)ha(p) = 0 und damit A,(p) = 0. Es folgt p € V5.

Ist V; = V(T;) eine beliebig indizierte Familie von affinen Varietéten, so
gilt N; Vi = V(U; T;), wie man leicht sieht. SchlieBlich gelten noch V(1) = 0
und V(0) = A”™. O

Definition Nach Prop. 2.1.2 verhalten sich die affinen Varietiten wie die
abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf A". Diese heif3it die Zariski-
Topologie. Die affinen Varietiten in A" nennt man deshalb auch Zariski-
abgeschlossene oder einfach abgeschlossene Teilmengen von A”.

Bis auf Weiteres brauchen wir kaum topologische Begriffe und »Zariski-
abgeschlossene Menge« ist blof ein anderes Wort fiir »affine Varietit«. Wir
kommen spiter in §4.1 darauf zuriick.

Eine erste grundlegende Frage, ist die, wann zwei Mengen 7,7 von Po-
lynomen dieselbe affine Varietét bestimmen. Eingeschlossen in diese Frage
ist der wichtige Spezialfall, wie man entscheiden kann, ob V(T') die leere
Menge, das durch 7" bestimmte Gleichungssystem also unlosbar ist.

Erinnerung an die Algebra (siehe auch §A.1): Ein »Ring« ist in diesem Buch
immer ein kommutativer Ring mit Einselement 1 und alle Ringhomomor-
phismen bilden 1 auf 1 ab. Gegeben einen Ring R und eine Teilmenge 7' C R,
dann schreiben wir (7') fiir das von T in R erzeugte Ideal. Die Elemente von
(T) sind Summen von Produkten der Form gh mit g € Rund h € T. Ist
T = {hy,...,h } eine endliche Menge, dann schreiben wir (hy,...,h,) fiir
(T). Explizit gilt dann also

(hl,...,/’lr)Z {g1h1 +---+grhr |g1,...,gr GR}.

Eine Teilmenge T eines Ideals 7, die I erzeugt, wird Erzeugendensystem
genannt oder auch Basis.

Im Polynomring gilt nun
V(T) = V((T))

firalle T C K[x1,...,x,]



2.1 Affine Varietiten

das heil3t, die Varietit dndert sich nicht, wenn man eine Menge von Polyno-
men durch das erzeugte Ideal im Polynomring ersetzt. Das ist klar aus der
obigen Beschreibung der Elemente des erzeugten Ideals (7).

Die Bedeutung von Idealen fiir die algebraische Geometrie ist immens.
Die Erzeuger entsprechen den Ausgangsgleichungen. Das erzeugte Ideal
enthilt alle Vielfachen, Summen und Produkte der Erzeuger. Damit enthélt es
insbesondere jede elementare Umformung der urspriinglichen Gleichungen,
wie man sie etwa aus der linearen Algebra kennt. Das Ideal verwaltet also
alle moglichen Umformungen und Vereinfachungen der Gleichungen. Dabei
sind Ideale immer endlich erzeugt, selbst wenn man nicht mit endlich vielen
Erzeugern startet, nach dem folgenden grundlegenden Satz.

2.1.3 Satz (Hilbert’scher Basissatz) Im Polynomring K|[xi,. . .,x,] ist je-
des Ideal endlich erzeugt: Fiir jede Teilmenge T C K|[xi,...,x,] gibt es
hi,...,h, € Tmit(T) = (hy,...,h).

Beweis. Siehe Satz A.2.3 oder Kor. B.3.2 O

Allgemeiner heif3t ein Ring R noethersch, wenn jedes seiner Ideale end-
lich erzeugt ist. Die Aussage des Basissatzes ist gerade, dass der Polynomring
iber einem Korper noethersch ist.

2.1.4 Korollar Jede affine Varietiit kann durch endlich viele Polynomen
beschrieben werden. O

Definition Eine affine Varietiit, die durch eine einzige Gleichung gegeben
ist, also von der Form V(f) c A" fiir ein nicht-konstantes Polynom f €
K[x1,...,x,], heiBit eine affine Hyperflache.

Die Frage, wieviele Gleichungen man genau braucht, um eine Varietit
zu definieren, ist dagegen deutlich schwieriger. Dazu zwei Beispiele.

2.1.5 Beispiele (1) Im ersten Kapitel haben wir bereits parametrische
Kurven in der Ebene betrachtet. Die Menge

C={tAr)|tek}

ist eine parametrische Raumkurve, die verdrehte Kubik. Sie ist beschrieben
durch die Gleichungen

C=V(y-xz-x).

wie man direkt nachpriifen kann (Ubung 2.1.6), das heift, sie ist der Durch-
schnitt einer quadratischen und einer kubischen Fldache im Raum (Abb. 2.1).

(2) Dagegen wird die Kurve C = {(¢3,#*,#°) | t € K} durch drei Glei-
chungen beschrieben, nimlich C = V(y? - xz,x?y — z2, x> — yz). Man kann
das per Hand nachrechnen, eine systematische Methode beschreiben wir in
... Jedenfalls kann man keine der drei Gleichungen weglassen. Wenn wir
zum Beispiel nur die ersten beiden Gleichungen nehmen, bekommen wir
auBer der Kurve C noch eine Gerade dazu, nimlich V(y* — xz,x%y — %) =

11
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AbD. 2.1: Die verdrehte Kubik

C U V(y,z). Im Unterschied zu dem, was man in der linearen Algebra iiber
lineare Unterrdume lernt, kann man die Dimension einer Varietit also nicht
ohne Weiteres an der Anzahl der definierenden Gleichungen festmachen.
Den Dimensionsbegriff fithren wir in §2.8 ein. O

Wir kénnen eine Menge von Polynomen immer durch das erzeugte Ideal
ersetzen, und umgekehrt jedes Ideal durch eine endliche Menge von Erzeu-
gern, ohne die zugehdrige affine Varietit zu verdndern. Die Frage, ob eine
gegebene affine Varietit iiberhaupt einen Punkt besitzt oder die leere Menge
ist, wird durch den Hilbert’schen Nullstellensatz beantwortet.

2.1.6 Satz (Hilbert'scher Nullstellensatz — schwache Form) Es sei I ein

Erinnerung: Fiir ein ; [ = c 1
Ideal I in emem Ring Ideal in K[xy,. . .,x,]. Genau dann ist V(I) = 0, wenn 1 € I gilt.

R gilt 1 € I genau

¢ Man kann die Aussage wieder in Analogie zur linearen Algebra sehen:
dann, wenn I = R ist.

Ein System von Polynomgleichungen ist genau dann unldsbar, wenn man
durch Umformung der Gleichungen (im Ideal) zur offensichtlich unlésbaren
Gleichung 1 = 0 gelangen kann, dhnlich wie bei der Zeilenstufenform eines
linearen Gleichungssystems. Ist I = (hy,. . ., h;), dann bedeutet die Aussage
1 € I ndmlich gerade die Existenz einer Darstellung

l=g1h1+-'-+grhr.

Hitte V(I) einen Punkt, dann bekdme man durch Auswertung der rechten
Seite den Widerspruch 1 = 0.

Den Beweis des Nullstellensatzes verschieben wir auf den nichsten Ab-
schnitt. Vom praktischen Standpunkt aus gesehen kommt es darauf an, wie
man entscheidet, ob 1 € I gilt — mehr dazu im Anhang (Kapitel B).



2.1 Affine Varietiten

2.1.7 Bemerkung Fiirn = 1 und h € K|[x] gilt 1 € (h) genau dann, wenn i € K*.
Der schwache Nullstellensatz sagt also gerade, dass jedes nicht-konstante Polynom in
K eine Nullstelle hat. Er spiegelt damit nur wider, dass K algebraisch abgeschlossen
ist und gilt entsprechend auch wirklich nur in diesem Fall.

So wie zu jedem Ideal eine Varietét gehort, so gehort umgekehrt zu jeder
Teilmenge M c A" ein Ideal, namlich

(M) = {feK[xl,...,xn]|f(p)=0f1'jrallep€M},

das Verschwindungsideal von M, bestehend aus allen Polynomen, die auf
M verschwinden. Wir beginnen mit einigen einfachen Eigenschaften.

2.1.8 Proposition (1) Die Zuordnungen T und V sind inklusionsum-
kehrend: Aus My Cc My C A" folgt Z(My) c Z(M,) und aus T\ C
T, C K[xy,...,x,] folgt V(T») c V(T).

(2) Fiir M, M, Cc A" gilt Z(M, U My) = Z(M,) N Z(M5).

(3) Fiir jede Teilmenge M C A" ist V(Z(M)) die kleinste affine Varietit
in A", die M enthdilt. Insbesondere ist eine Teilmenge V C A" genau
dann eine affine Varietdt, wenn V. = V(Z(V)) gilt.

(4) Fiir zwei affine Varietditen Vi,V, C A" gilt

i=W — I(Vl) = I(V2).

Beweis. (1) und (2) sind trivial und (4) folgt aus (3); (3) Per Definition
ist V(Z(M)) eine affine Varietit und enthilt M. Ist V eine affine Varietit,
die M enthilt, dann gibt es T C K[xy,...,x,] mit V = V(T). Dann also
T c Z(V) ¢ Z(M) und somit V(Z(M)) c V(T) = V. O

Fiir jede Teilmenge M c A" ist V(Z(M)) damit die kleinste Zariski-
abgeschlossene Menge, die M enthilt und entspricht daher dem Abschluss
in der Zariski-Topologie. Wir schreiben deshalb

M =V(I(M))

und nennen diese Menge den Zariski-Abschluss von M. Eine Teilmenge
M c V heilit Zariski-dicht in der affinen Varietit V, wenn M =V gilt.

2.1.9 Beispiele (1) Jede unendliche Teilmenge der affinen Geraden
Al ist Zariski-dicht in A'.

(2) Fiir jedes Polynom & € K[xi,...,x,]| mit & # 0 ist das Komplement
der Hyperfliche V(h) Zariski-dicht in A" (siehe Ubung 2.1.2). O

Als néchstes diskutieren wir die sogenannte starke Form des Nullstellen-
satzes. Ist I ¢ K[xy,...,x,] ein Ideal, dann gilt offensichtlich die Inklusion
I c Z(V(I)). Im Allgemeinen gilt aber keine Gleichheit.

2.1.10 Beispiel Das einfachste Beispiel ist fiir n = 1 das Ideal / = (x7).
Hier gilt (x?) € (x) = Z(V(x})), wie man direkt nachpriift. O

Das Verschwindungsideal besitzt eine zusitzliche Eigenschaft, die das
Ideal I nicht haben muss:
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2 Affine Geometrie

Definition 1st I ein Ideal in einem Ring R, so ist
VI = {f € R | es gibt eine natiirliche Zahl m mit f™ € I}

wieder ein Ideal, genannt das Radikal von /. Per Definition gilt / ¢ V1. Ein
Ideal I heifit ein Radikalideal, wenn Gleichheit gilt, also I = V1.

Das Verschwindungsideal Z(M) einer Teilmenge M C A" ist ein Ra-
dikalideal: Denn wenn eine Potenz einer Funktion verschwindet, dann ver-
schwindet auch die Funktion selbst. Diese Eigenschaft geniigt, um das Ver-
schwindungsideal zu charakterisieren.

2.1.11 Satz (Hilbert’scher Nullstellensatz — starke Form)
Fiir jedes Ideal I von K|[xy,. . .,x,] gilt

(V) = VI.

Beweis. Die Inklusion VI ¢ T (va )) ist offensichtlich. Fiir die umgekehrte
Inklusion sei f € Z(V(I)) und sei

J=@f -1+ ) CK[x1,...,%,t].

(Dabei ist (I) das von I im groBeren Ring K[x, ..., x,,t] erzeugte Ideal.)
Dann gilt V(J) = 0, somit 1 € J nach dem schwachen Nullstellensatz. Es
gibt also eine Identitit

L=a-@f-1+Y bif;

mit a,by,...,br € K[x1,...,xp,t]und fi,..., f; € L. Jetzt setzen wir t = j%

ein und erhalten ,
1= bilx o b e

Nun stehen Potenzen von f rechts im Nenner, das heif3it, es gibt Polynome

ai,...,ar € K[xy,...,x,] und ganzzahlige Exponenten e,...,e, > 0 mit
bi(x1,...,x0,1/f) = ]fﬁfi . Setze ¢ = max{ey,...,e,}, dann folgt
e _ r . fe—ei ¢
o=, af el O

2.1.12 Korollar Ist f € K[x,...,x,] ein irreduzibles Polynom, dann gilt
Z(V(f)) = (f). Mit anderen Worten, ein Polynom verschwindet auf der
Hyperfliche V(f) genau dann, wenn es durch f teilbar ist.

Beweis. Denn g € +/(f) bedeutet, dass f|g* fiir ein k € N. Da der Polynom-
ring faktoriell ist, ist f prim und es folgt f|g, also g € (f). O

Allgemeiner gilt /(f) = (f) fiir f € K[xy,...,x,]| genau dann, wenn f
reduziert (oder quadratfrei) ist, das heiflit, wenn in der Zerlegung von f in
irreduzible Faktoren kein Faktor mehrfach auftritt (siche Ubung 2.1.7).
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Ubungen

Ubung 2.1.1 Zeigen Sie: Jede endliche Teilmenge von A" ist eine affine Varietiit.

Ubung 2.1.2 Zeigen Sie: (a) Ist f € K[xq,...,x,] mit f(p) = 0 fiir alle p € A", so
ist f das Nullpolynom.

(b) Allgemeiner: Sind f,g,h € K[x1,...,x,], h # O und gilt f(p) = g(p) fiir alle
p € A" mit h(p) # 0, so folgt f = g.

Ubung 2.1.3 Sei f € K[x|,...,xu],n > 2, f ¢ K. Zeigen Sie, dass die Hyperfliche
V(f) nicht endlich ist.

Ubung 2.1.4 Zeigen Sie, dass X = {(x,x) € A | x # 1} keine affine Varietit ist.

Ubung 2.1.5  (a) Sei I = (f1, /) mit fi, o € K[x1,...,x.] \ {0}. Auf welche
Weisen kann 0 im Ideal / dargestellt werden?

(b) Zeigen Sie, dass {x} und {x + x2, x2} zwei minimale Basen desselben Ideals
in K[x] sind.

Ubung 2.1.6 Essei C = {(t,12,13) | r € K} c A3 die verdrehte Kubik aus Beispiel
2.1.5. Zeigen Sie die Gleichheit C = V(y — x2,z — x3).

Ubung 2.1.7  (a) Essei f € K[xq,...,x,]. Zeigen Sie, dass das Hauptideal (f)
genau dann ein Radikalideal ist, wenn das Polynom f reduziert ist.

(b) Seif = flr1 fkr"' die Zerlegung von f in verschiedene irreduzible Faktoren.

Zeigen Sie, dass /() = (fi -~ fi) gilt.

Ubung 2.1.8 Zeigen Sie, dass das Verschwindungsideal Z(C) c K[x,y,z] von C =
{(3,¢*,P) | t € K} in K[x, y,z] nicht von zwei Polynomen erzeugt wird.

Ubung 2.1.9 Seien I und J Ideale in einem Ring R. Zeigen Sie: (a) VVI = VI
®VINVI=VINT(©)VI=R & I=R.(d)VI-VJcVIJ; geben Sie fiir

die umgekehrte Inklusion ein Gegenbeispiel an.

Ubung 2.1.10 Zeigen Sie: Fiir zwei Mengen T}, T; von Polynomen in K[xj,. . ., xy]

gilt V(T}) = V(T,) genau dann, wenn +/(T}) = +/(T3) gilt.

Ubung 2.1.11 Folgern Sie den schwachen Nullstellensatz aus dem starken.

2.2 Ein elementarer Beweis des Nullstellensatzes

In diesem Abschnitt beweisen wir den schwachen Nullstellensatz (Satz
2.1.6). Man kann diesen Abschnitt aber auch iiberspringen. Ein alternati-
ver Beweis, der das Noether’sche Normalisierungslemma verwendet, kann
spiter in den Ubungen ausgearbeitet werden (Ubungen 2.8.5-2.8.7).

Wir arbeiten hier mit Resultanten, einem klassischen Werkzeug der Al-
gebra. Sie sind vielleicht ein wenig angestaubt, aber dafiir finde ich den
Induktionsbeweis des Nullstellensatzes, den wir mit ihrer Hilfe geben, geo-
metrisch ansprechend und leicht nachvollziehbar. Die entscheidende Aussage
ist ein Kriterium fiir die Surjektivitédt von Projektionen (Lemma 2.2.6).
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2 Affine Geometrie

Es sei stets R ein Integrititsring und sei F = Quot(R) sein Quotienten-
korper. Gegeben zwei Polynome mit Koeffizienten in R

f:

d
i=0

e
a;x* und g= Z b;xt,
i=0

dann mochten wir wissen, ob f und g einen gemeinsamen Teiler besitzen.

2.2.1 Lemma Es gelte deg(f) = d oder deg(g) = e (also ag # 0 oder
b, # 0). Genau dann haben f und g einen gemeinsamen Teiler von positivem
Grad in F|x], wenn es p,q € R[x] gibt mit

und deg(p) < e, deg(q) < d, p,q #0

pf+qg=0

Beweis. Angenommen f = fihund g = g1h mit fi,g; € R[x], h € F[x],

deg(h) > 0.Setze p = g und g = —f1. Dannfolgt pf+qg = (g1fi— fig1)h =
0. Seien umgekehrt p, g wie angegeben, also p f = —gg und etwa deg(f) = d.
Sei f = fi-- fin die Zerlegung von f in F[x] in irreduzible Faktoren von
positivem Grad. Dann folgt f;|qg fiir alle i = 1,...,m. Wegen deg(q) < d
muss dann f;|g fiir ein i gelten. O

Basierend auf diesem Lemma machen wir den Ansatz

el d-1
rP= Zpixl und ¢ = Z gix'.
i=0 i=0

Es giltdeg(pf +qgg) < d+e—1,alsoist pf + gg = 0 genau dann, wenn die
d + e Koeflizienten in x alle 0 sind. Das ergibt das lineare Gleichungssystem

appo + bogo =0
aipo + app1 + bigo + bogy =0

Die transponierte Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems ist

[ap ai aq-1  aq
ap ap et ag-1  aq
agp aj aq-1 44
Syl(f,g) =
by b o be-1 be
by by be-1  be

die Sylvestermatrix von f und g.
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Definition Die Determinante

Res(f,g) = det(Sym(f’g))
heif3t die Resultante von f und g.

2.2.2 Satz Die Resultante von f und g ist ein Element von R und besitzt
die folgenden Eigenschaften:

(1) Res(f,g) ist ein Polynom in den Koeffizienten von f und g, homogen
vom Grad e in ay, . . . ,aq und homogen vom Grad d in by, . . ., b,.

(2) Es gilt Res(f,g) = 0 genau dann, wenn f und g einen gemeinsamen
Teiler von positivem Grad in F|x] haben, oder wenn ag = b, = 0.

(3) Es gibt p,q € R[x] mit deg(p) < e und deg(q) < d und

Res(f,g) = pf +qg.

Beweis. (1) Dass die Resultante ein Polynom ist, liegt daran, dass die De-
terminante ein Polynom in den Eintrdgen der Matrix ist. Aus der Struktur
der Silvestermatrix ergibt sich Res(¢f,g) = t°Res(f,g) (mit einer neuen
Variaben ¢) und entsprechend fiir g. Das zeigt die Homogenitét.

(2) Das ist klar nach Konstruktion der Resultanten und Lemma 2.2.1.

(3) Wir multiplizieren in Syl(f, g) die i-te Spalte mit x'~! und addieren
sie zur ersten Spalte, fiir i = 2,...,d + e. Das dndert Res(f, g) nicht, aber
die Sylvestermatrix wird zu

f ay e e e ag.,  ag
xf  a a - - Tt ag-1 aq
xe—Zf
xeIf ap a st i age1 ag
g by -+ o beoy be
xg by by - - bey  be
_xd_zg . . . .
x4lg b b cee e ber be

Nun kann man nach der ersten Spalte entwickeln und f bzw. g ausklammern,
woraus die Behauptung folgt. O

Es sei von nun an wieder K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

2.2.3 Korollar Genau dann haben zwei normierte Polynome f,g € K[x]
vom Grad d und e eine gemeinsame Nullstelle, wenn Res(f,g) = 0 gilt.

Beweis. Denn ein gemeinsamer Teiler enthilt einen Linearfaktor, der einer
gemeinsamen Nullstelle entspricht, und umgekehrt. O

Fiir den Beweis des Nullstellensatz brauchen wir noch etwas Vorbereitung.

17
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Uberzeugen Sie sich,
dass diese Projektion
wohldefiniert ist.

2 Affine Geometrie

2.2.4 Lemma E:s sei I ein Ideal in K[x1,. . .,x,]| mit V(I) C A" und seien
Pts-..,pa € A"\ V(). Dann gibt es ein Polynom f € I mit f(p;) # O fiir
allei =1,...,d.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach d. Fiir d = 1 ist ist
sie klar. Sei d > 2. Nach Induktionsannahme gibt es fiir jedes i € {1,...,d}
ein f; mit f;(p;) # O fiir alle j # i. Falls f;(p;) # O fiir ein i, dann sind wir
fertig. Es gelte also f;(p;) = O fiir alle i. Dann hat

f=h+rf fa
die gewiinschte Eigenschaft. [

Wir sagen ein Polynom f € K[xp,...,x,] vom Grad d ist normiert
beziiglich der Variablen x,,, wenn das Monom x,”f in f den Koeffizienten
1 hat. Ein einzelnes Polynom konnen wir durch Koordinatenwechsel in der
Regel als normiert annehmen. Das folgende einfache Lemma wird auch noch
an anderer Stelle zum Einsatz kommen.

2.2.5 Lemma Es sei f € K[xi,...,x,] ein Polynom vom Grad d > 0.
Dann gibt es ay,...,an-1 € K und ein ¢ € K* derart, dass das Polynom
c-f(x1+aixp,...,Xp-1+ an-1Xn, Xn) beziiglich x,, normiert vom Grad d ist.

Beweis. Ist f; der homogene Anteil hochsten Grades von f, dann gilt

fxr+aixn, ..., Xn—1 + Ap_1Xn, Xn)
= fq(ay,...,an-1, l)x,‘f + Terme kleinerer Ordnung in x;,.
Es geniigt daher, ay, . ..,a,-1 € K so zu wihlen, dass fy(ay,...,a,-1,1) #0
gilt. Das ist moglich, da K ein unendlicher Korper ist. O

Seinun/ C K[xy,...,x,]einIdeal und V(7) die durch I bestimmte affine
Varietit. Die Projektion : (x1,...,%,) — (x1,...,x,-1) auf dieersten n— 1
Koordinaten induziert eine Abbildung

V() - VI NK[x1,...,xn-1]).

Wir beweisen jetzt ein niitzliches Kriterium dafiir, wann diese Projektion
surjektiv ist.

2.2.6 Lemma Es sei I C K|[xy,...,x,] ein Ideal. Falls I ein Polynom
enthdlt, das beziiglich x, normiert ist, dann ist die Projektion

7 VI) - VI NK[x),...,x4-1])
auf die ersten n — 1 Koordinaten surjektiv.

Beweis. Setze J = I N K[xi,...,x,1] und sei a = (ay,...,a,-1) € A"
Betrachte die Gerade

L={ay....an1.0)| 1 €K} C A"
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iiber dem Punkt a. Angenommen a ¢ 7(V(1)), das heifit es gelte LNV(I) = 0.
Nach Voraussetzung gibt es ein Polynom g € I, das beziiglich x;,, normiert
ist. Dann ist also

gla,t) =glai,...,an-1,t) € K[t].

ein normiertes Polynom. Setze e = deg, (g) und seien cy,...,cc € K
die Nullstellen von g(a,7). Da L N V(I) = 0, gibt es nach Lemma 2.2.4
ein f € I mit f(ay,...,an-1,¢;) # 0 fiir alle i = 1,...,d. Also haben
f und g auf L keine gemeinsame Nullstelle. Sei d = deg, (f) und setze
r = Res(f,g) € K[xy,...,x,-1] die Resultante von f und g beziiglich der
Variablen x,,. (Wir fassen dabei f und g als Polynome in x,, mit Koeffizienten
in K[xy,...,x,-1] auf.) Da V(f) N V(g) N L = 0 gilt, folgt

r(ay,...,an-1) # 0.

Andererseits gilt r € (f,g) N K[x1,...,x,-1] C J nach Satz 2.2.2(2). Also
folgt a ¢ V(J) und das Lemma ist bewiesen. O

2.2.7 Beispiel Ohne die Voraussetzung im Lemma ist die Aussage falsch.
Sei etwa C = V(1 — xy) die Hyperbel in A? und sei 7: A> — Al die
Projektion (x,y) — y. Offenbar gilt 7(C) = A \ {0}. Es ist aber (1 — xy) N
K[x] = {0} und damit V((1 — xy) N K[x]) = Al. O

Mit all dieser Vorbereitung konnen wir die schwache Form des Null-
stellensatzes nun sehr leicht beweisen.

Satz (Hilbert’scher Nullstellensatz — schwache Form). Es sei I ein Ideal in
K[x1,...,%,]. Genau dann ist V(I) = 0, wenn 1 € I gilt.

Beweis. Sei 1 ¢ I, dann miissen wir V(I) # 0 zeigen (die andere Richtung
ist trivial). Falls 7 = (0), dann ist V(1) = A" # 0. Es gelte also (0) C
I C K[x1,...,x,]. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Falls
n = 1, dann ist 7 also ein Ideal im Hauptidealring K[x], das heif3it es gibt ein
nicht-konstantes Polynom f mit I = (f). Da K algebraisch abgeschlossen
ist, hat f in K mindestens eine Nullstelle und somit ist V(1) nicht leer.
Sein > 2 und sei f € I mit deg(f) > 0. Nach Lemma 2.2.5 kénnen wir
annehmen, dass f normiert beziiglich x,, ist (nach Translation und Skalie-
rung, was keinen Einfluss auf die Aussage hat). Setze J = INK|[xy,. .., X—1].
Nach Induktionsvoraussetzung ist V(J) nicht leer und nach Lemma 2.2.6 ist
die Projektion V(I) — V(J) auf die ersten n — 1 Koordinaten surjektiv. Also
ist auch V(I) nicht leer. O

Ubungen

Ubung 2.2.1 Berechnen Sie die Resultante zweier Polynome vom Grad 2 als Poly-
nom in den Koeffizienten.

Ubung 2.2.2 Es sei R ein Intergrititsring und seien f,g € R[x], f = Zio a;7’,
g=2%, b;z'. Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Resultante:
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(@) Res(f.g) = (~1)%Res(g, f);

(b) Falls be =0, so gilt Resy »(f,g) = agResg o—1(f,8);

() Res(x,g) = g(0)%;

(d) Fiirjedes Polynom & € R[x] mitdeg(h) < d—e giltRes(f,g) = Res(f+hg,g).
() Resgyio(xf,8) = g(0)Resy o(f.8):

(f) Fiir alle a,b € R gilt Res(af, bg) = a°b?Res(f, g).

Ubung 2.2.3 Verwenden Sie Resultanten, um einen anderen Beweis von Satz 1.0.3
zu geben.

Ubung 2.2.4 Es sei K ein Kérper und es bezeichne V,; den Vektorraum der Polynome
in K[x] vom Grad hochstens d. Seien f,g € K[x], deg(f) < d, deg(g) < e.

(a) Zeigen Sie, dass die Sylvestermatrix Syl(f,g) gerade die lineare Abbildung
Ve ®Va = Ve, (19) = pf +48

beziiglich der Standardbasis {1, x,. .., x"} von V;;, beschreibt.

(b) Zeigen Sie, dass
Res(f(x — a), g(x — a)) = Res(f(x),g(x))
fiir alle a € K gilt. (Vorschlag: Benutzen Sie (a).)

Bemerkung. Die Aussagen in (a) und (b) gelten auch (und lassen sich identisch
beweisen), wenn man K durch einen Integritétsring R ersetzt und ’freier R-Modul’
statt *K-Vektorraum’ sagt.

Ubung 2.2.5 Es sei R ein Integrititsring, f,g € R[x] mit deg(f) = d, deg(g) = e
und sei r € (f,g) N R. Zeigen Sie, dass

Pe(A@)nR  und  Ressgoe(f2g?) = Res(f.g)*

gelten. Folgern Sie, dass die Resultante das Ideal (f,g) N R im Allgemeinen nicht
erzeugt.

2.3 Irreduzibilitit und Komponenten

Es sei V eine affine Varietit in A". Die abgeschlossenen Teilmengen von V
sind genau die affinen Varietéiten in A", die in V enthalten sind. Man nennt
eine solche Teilmenge auch eine abgeschlossene Untervarietiit von V.

Definition Die Varietit V heiBt reduzibel, wenn sie die Vereinigung von
zwei echten abgeschlossenen Teilmengen ist, es also abgeschlossene Unter-
varietiten V;,V, C V gibt mit

V=ViuV, und V,Vh, #V.
Die Varietit V heif3t irreduzibel, wenn sie nicht leer und nicht reduzibel ist.

2.3.1 Proposition Eine affine Varietit in A" ist genau dann irreduzibel,
wenn ihr Verschwindungsideal in K[x1,. . ., x,] ein Primideal ist.
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Beweis. Die leere Menge ist per Definition nicht irreduzibel. Thr Verschwin-
dungsideal ist Z(0) = K[xi,. . ., x,], was per Definition auch kein Primideal
ist. Sei also V. c A" nicht leer und sei I = Z(V) C K[x1,...,x,].

Falls I nicht prim ist, dann gibt es fi, o € K[x,...,x,| mit fi, o ¢ [
aber fif, € I.Dannsind Vi = VN V(fi) S Vund V, = VN V(f) TV zwei
affine Varietiten mit V =V} U V,, wegen fi > € 1. Also ist V reduzibel.

Ist umgekehrt V reduzibel, also V = V; U Vo mit Vi,V, C V, so withle
Punkte p; € V \ V; und Polynome f; € Z(V}) mit fi(p;) # O, firi = 1,2.
Dann gilt fi,f> ¢ I, aber fifo € I wegen V = V| U V,. Also ist I kein
Primideal. O

2.3.2 Beispiele (1) Zum Beispiel hat das Polynom f = x* + xy? —
x? — y? — 4x + 4 die Faktorisierung

f=fifpf mit fi=x>+y*—4und fp=x-1.

Die Varietit V(f) zerfillt in zwei abgeschlossene Untervarietiten. Dabei
beschreibt V( f1) einen Kreis in der affinen Ebene und V(f;) eine Gerade.
(2) Essei f € K[xy,...,x,] ein nicht-konstantes reduziertes Polynom.
Genau dann ist die Varietit V(f) irreduzibel, wenn f als Polynom irreduzibel
ist. Das entspricht unserer Definition im Fall von Kurven im ersten Kapitel.
Um diese Aquivalenz vollstindig zu beweisen, braucht man allerdings den
Nullstellensatz (siehe Ubung 2.3.2). O

Als Folge unserer Diskussion im ersten Kapitel stellen wir fest, dass
wir die irreduziblen Untervarietiten der affinen Ebene bereits vollstindig
bestimmt haben.

2.3.3 Satz Es seiV eine irreduzible affine Varietit in der Ebene A”. Dann
tritt genau einer der folgenden drei Fille ein:

(1) V besteht aus einem Punkt;

(2) V=A%

(3) V ist eine irreduzible Kurve in A2, also V = V(h) fiir ein irreduzibles
Polynom h € K[x,y], h ¢ K.

Beweis. Es sei P = Z(V) das Verschwindungsideal von V. Da V irreduzibel
ist, ist P ein Primideal nach Prop. 2.3.1. Ist P = (0), so ist V = A%, Wir
nehmen also P # (0) an. Falls V endlich ist, dann sind wir im Fall (1). Sei
also V unendlich. Sind f, g € P, so folgt V C V(f, g). Nach Satz 1.0.3 haben
f und g damit einen gemeinsamen Teiler. Da dies fiir je zwei Elemente in P
gilt, muss P ein Hauptideal sein (Ubung 2.3.4). Also gibtes i € K[xy,. . .,X,]
mit P = (k) und damit V = V(h). SchlieBlich bemerken wir noch, dass sich
die Fille (1),(2) und (3) wie behauptet ausschliefen, da K ein unendlicher
Korper ist (siehe Lemma 1.0.2 und Ubung 2.1.2). O

Als néchstes analysieren wir die Zerlegung von Varietiten in irreduzible
abgeschlossene Teilmengen.

2.3.4 Lemma Jede nicht-leere Menge von abgeschlossenen Teilmengen in
A" besitzt ein beziiglich Inklusion minimales Element.
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Beweis. Sei A eine nicht-leere Menge affiner Varietiten in A”. Wir miissen
zeigen, dass es ein V € A gibt mit W ¢ A fiir jede echte Teilmenge W C V.
Wir betrachten dazu die Menge

B={Z(V)|V e A}

aller Verschwindungsideale von Varietéten aus .A. Da der Polynomring ein
noetherscher Ring ist, besitzt diese Menge ein maximales Element, also ein
Ideal Z(V), das in keinem Ideal Z(W) mit W € A echt enthalten ist (siche
§A.2). Dann ist V die gewiinschte Menge. O

2.3.5 Satz Jede affine Varietiit V ist eine endliche Vereinigung
V=Viu.---uV,

von irreduziblen abgeschlossenen Untervarietiten Vi, . . ., V,,, mit V; ¢ V; fiir
i # j. Dabei sind V1, . .., V,, bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Definition Die irreduziblen abgeschlossenen Untervarietiten Vi, . .., Vi,
heiflen die irreduziblen Komponenten von V.

Beweis. Wir zeigen als erstes, dass jede affine Varietit eine endliche Ver-
einigung von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen ist. Sei dazu A die
Menge aller affinen Varietéten in A", die nicht die Vereinigung von endlich
vielen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen sind. Wir wollen also zei-
gen, dass A die leere Menge ist. Angenommen falsch, dann enthélt A nach
dem vorangehenden Korollar ein minimales Element V. Nun kann V selbst
nicht irreduzibel sein. Es gibt also Varietiten W,W’ C VmitV = WU W’.
Wegen der Minimalitit von V folgt W, W’ ¢ A. Also sind W und W’ beide die
Vereinigung von endlich vielen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen.
Damit ist es aber auch V, ein Widerspruch.

Seinun V eine affine Varietitin A" und V = V; U- - - UV, eine Zerlegung
in irreduzible abgeschlossene Teilmengen. Falls V; C V; fiir irgendein Paar
i # j gilt, dann konnen wir V; einfach weglassen. Wir konnen also annehmen,
dass zwischen den Vi, . . ., V), keine Inklusionen bestehen. Ist nun

V=Wu---uWw,
eine weitere Zerlegung mit diesen Eigenschaften, dann gilt
Vi=VinV=V,nW)u---uV;n W)

fiir jedes i = 1,...,m. Da V; irreduzibel ist, gibt es ein r mit V; c W,.
Andererseits konnen wir dasselbe Argument umgekehrt mit W, machen. Es
gibt also j mit W, C V; und damit V; ¢ W, C V;. Es folgt i = j und
V; = W,.. Also kommt jedes V; auch unter den Wy, . .., W, vor, insbesondere
muss m < € gelten. Vertauschen der beiden Zerlegungen zeigt m = €. O

2.3.6 Beispiele Essei f € K[xi,...,x,]einPolynomund f = f" --- f*
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die Zerlegung von f in seine verschiedenen irreduziblen Faktoren. Dann ist

V() =V U---UV(f)

die Zerlegung der Hyperflidche V() in ihre irreduziblen Komponenten. Da-
zu muss man sich tiberzeugen, dass die V(f;) tatsidchlich irreduzibel sind
und dass zwischen ihnen keine Inklusionen bestehen (siche Ubung 2.3.2).
Zum Beispiel hat die Hyperfliche V(x* + xy? — xz) in A? als irreduzible
Komponenten das Paraboloid V(x* + y* — z) und die Ebene V(x).

Bei Varietiten, die keine Hyperflidchen sind, ist es in der Regel schwieri-
ger, die Zerlegung in irreduzible Komponenten zu finden. In Beispiel 2.1.5
haben wir etwa gesehen, dass die Varietit V(y? — xz,x%y — z%), der Durch-
schnitt einer Quadrik und einer Kubik im Raum, die Vereinigung der para-
metrischen Kurve C = {(r3,7*,1°) | t € K} mit der Geraden V(y, z) ist. Beide
Teile sind irreduzibel, so dass dies die irreduziblen Komponenten sind.

Erinnerung an die Algebra: Ein Ideal m in einem Ring R heiflt maximal,
wenn m # R ist und es kein Ideal / von R mit m C I C R gibt. Genau dann
ist ein Ideal m maximal, wenn der Restklassenring R/m ein Korper ist.
Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.

Ist p € A" ein Punkt, dann schreiben wir m,, = Z({p}) fiir das Verschwin-
dungsideal von p.

2.3.7 Lemma Fiir jeden Punktp = (ay, . ..,a,) € A" istm,, ein maximales
Ideal von K|[xy,...,x,] und es gilt
my = (X1 = ai, ..., X, — an).

Beweis. Es sei I = (x; —ay,...,x, —a,). Wir bilden den Restklassenring
K[x1,...,x,]/1. Dort gilt X; —a; = 0 und damit X; = @;. Daraus folgert
man K[xq,...,x,]/I = K, so dass das Ideal I maximal ist. AuBerdem gilt
offenbar I C m,, und damit Gleichheit, da I maximal ist. O
2.3.8 Korollar Zu jedem maximalen Ideal m von K|xi,...,x,] gibt es

einen eindeutig bestimmten Punkt p € A™ mit m = my,.

Beweis. Sei m ein maximales Ideal von K[xj, ..., x,]. Nach dem Nullstel-
lensatz gilt V(m) # 0. Fiir p € V(m) gilt also m c Z({p}) = m,,. Aufgrund
der Maximalitéit von m folgt daraus m = m,,. Die Eindeutigkeit folgt aus der
Beschreibung von m,, in Lemma 2.3.7. O

Die folgende Aussage fasst noch einmal zusammen, was wir iiber die
Korrespondenz zwischen affinen Varietéten und Idealen bewiesen haben.

2.3.9 Korollar Die Zuordnungen'V — Z(V) und I — V(I) sind zwischen
den folgenden Teilmengen von A" und Idealen in K[xy,. . .,x,] zueinander
inverse Bijektionen:

{aﬁ‘ine Varietc'iten} “ {Radikalideale}
{irreduzible affine Varietéiten} “ {Primideale}
{Punkte} o {Maximale Ideale} O
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Ubungen

Ubung 2.3.1 Sei V eine affine Varietit. Zeigen Sie: Eine abgeschlossene Teilmenge
W c V ist genau dann eine irreduzible Komponente von V, wenn W irreduzibel, jede
grofere abgeschlossene Teilmenge von V jedoch reduzibel ist.

Ubung 2.3.2  (a) Esseien f,g € K[xq,...,xn] zwei irreduzible Polynome.
Zeigen Sie: Es gilt
V) = (),

und falls V(f) c V(g), so folgt f = Ag fiirein A € K* und damit V(f) = V(g).

(b) Essei f € K[x1,...,x,] ein Polynomund f = flrl - -fkr" die Zerlegung von
f in seine verschiedenen irreduziblen Faktoren. (Dabei sind rq,...,r, € N
die Vielfachheiten der Faktoren und fiir i # j gilt nicht f; = Af; fiir 1 € K*).
Zeigen Sie, dass

V() =V - uV(f)
die Zerlegung der Hyperfliche V(f) in ihre irreduziblen Komponenten ist.

Ubung 2.3.3 Beweisen Sie, dass jedes Primideal in K[x] auBer dem Nullideal ein
maximales Ideal ist.

Ubung 2.3.4 Es sei R ein faktorieller Integrititsring (oder einfach der Polynomring
K[xi,...,x,]) und sei P ein Primideal in R. Zeigen Sie: Falls je zwei Elemente in P
einen echten gemeinsamen Teiler haben, dann ist P ein Hauptideal. (Zusatz: Gilt das
fiir jeden noetherschen Integrititsring R?)

Ubung 2.3.5 Bestimmen Sie fiir die folgenden affinen Varietiten in A3 jeweils ihre
irreduziblen Komponenten und deren Verschwindungsideale. (Arbeiten Sie ggf. auch
mit dem Computer.)

(@) V =V(x%-yzxz—x);
(b) V=V(2-yz,x3 —y3);
() V=Vx%+ y2 + 72, x2 —y2 -2 +1);

Ubung 2.3.6 Zeigen Sie, dass jedes Radikalideal in K[x{, . .., x,] ein Durchschnitt
von maximalen Idealen ist.

Ubung 2.3.7 Seien V; ¢ A”™ und V5, c A" affine Varietiiten. Zeigen Sie:

(1) Vi x V5 c A™*" ist wieder eine affine Varietiit.

(2) Sind V; und Vj irreduzibel, so auch V; X V,. (Hinweis. Sei Vi x V, =Y U Z
mit Y, Z abgeschlossen. Betrachten Sie die Menge {p € V; | {p} xV» Cc Y}.)

Ubung 2.3.8 (»Primvermeidung«) Es sei R ein Ring. Zeigen Sie: Sind Py, ..., Py
Primideale in R und ist / ein Ideal von R mit ] C U{.‘:l P;, dann gibt es einen Index
J mit I C Pj. (Hinweis. Induktion nach k.)
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2.4 Koordinatenringe

Essei V c A" eine affine Varietit. Jedes Polynom f € K[xi,. .., x,] konnen
wir durch Einschriankung auf V als eine Funktion

flv:V—)K

auffassen. Allerdings definieren zwei Polynome f, g dieselbe Funktion, wenn
sie auf V iibereinstimmen, also genau dann, wenn ihre Differenz f — g im
Verschwindungsideal Z(V) liegt. Das bedeutet gerade, dass f und g dieselbe
Restklasse f + Z(V) = g + Z(V) modulo dem Ideal Z(V) definieren.

Definition Fiir eine affine Varietit V c A" heiBt der Restklassenring
K[V] = K[x1,....x,]/Z(V)
der Koordinatenring von V.

Die Elemente von K[V] sind abstrakt Restklassen, entsprechen aber ein-
fach den Polynomfunktionen V. — K, wie wir gerade gesehen haben. Je
nach Kontext schreiben wir f oder f|y fiir die Restklasse f + Z(V) eines
Polynoms f in K[V]. Wenn wir nur in K[V] arbeiten, schreiben wir auch
einfach g € K[V], das heift, es gibt dann ein f € K[xi,...,x,] mitg = f.

2.4.1 Beispiele (1) Essei p € A" ein Punkt. Dann ist das Verschwin-
dungsideal der einpunktigen Varietdt V = {p} das maximale Ideal m, =
(x1 —ay,...,x, —a,). Wir haben schon gesehen, dass der Restklassenring
K[V] = K[x1,...,x,]/m, isomorph zu K ist. Das entspricht der Tatsache,
dass eine Polynomfunktion auf V einfach durch ihren Wert in p gegeben ist.
Besteht V aus r verschiedenen Punkten V = {p1,...,p,}, dann gilt

Denn eine Polynomfunktion f: V — K ist eindeutig bestimmt durch ihre
Werte (f(p1),...,f(pr)) und umgekehrt gibt es zu jedem Vektor b € K" ein
Polynom f mit f(p;) = b; firi = 1,...,r (Interpolation).

In dieser Situation gilt Z(V) = (_, m,,. Das Argument zeigt also

Klxi,...,x,)/Niymy, = K"

(2) Wir betrachten die Neilsche Parabel C = V(y* — x?) in der affinen
Ebene. Thr Koordinatenring K[C]| = K|[x,y]/Z(C) besteht aus allen Poly-
nomfunktionen C — K. Expliziter konnen wir ihn wie folgt beschreiben:
Da y? — x3 irreduzibel ist, ist (y> — x°) ein Radikalideal und damit gilt
Z(C) = (y* — x*) nach dem Nullstellensatz, also

K[C] = Klxyl/(y* - +).

Im Koordinatenring K[C] gilt y2 — x> = 0 und deshalb y2 = x3. Ist f €
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Klx,y], f =X ai,jxiyf ein beliebiges Polynom, so gilt

- Y o —i+3j —i+3j—
F=D aaxiy¥ + 3 aojxiy = 3 a7 + 3 a0 ¥y

und jedes Element von K[C] hat eine eindeutige solche Darstellung. O

Der Koordinatenring K[V] einer affinen Varietit V C A" hat eine Reihe
von algebraischen Eigenschaften:

o Der Ring K[V] enthilt K als Teilring, der den konstanten Funktionen
V — K entspricht, es sei denn V ist die leere Menge, dann ist K[V]
der Nullring. Dadurch wird K[V] auch zu einem K-Vektorraum (in
der Regel unendlich-dimensional, wie der Polynomring). Eine solche
Struktur wird als K-Algebra bezeichnet.

o Der Polynomring K[xi,...,x,] ist als K-Algebra von den Variablen
X1, ..., X, erzeugt, denn jedes Polynom ist eine K-Linearkombination
von Produkten der Variablen. Ist K[V] = K[xy,...,x,]/Z(V), dann
wird K[V] von den Restklassen X, . . ., X, erzeugt.

o Da Z(V) immer ein Radikalideal ist, ist K[V] reduziert. Das heif}t, es
gibt auBer O keine nilpotenten Elemente in K[V]: Ist g € K[V] mit
g" = Ofiirein r € N, dann folgt g = 0.

Insgesamt ist K[V] also eine endlich erzeugte reduzierte K-Algebra. Aus
dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass jede endlich erzeugte K-Algebra ein
noetherscher Ring ist. (Die Umkehrung stimmt allerdings nicht; eine K-
Algebra kann auch noethersch sein, obwohl sie nicht endlich erzeugt ist.)

Sind V. ¢ A" und W c A" affine Varietiten, dann ist auch V X W eine
affine Varietit in A™*" (Ubung 2.3.7). Ist f € K[V], dann kénnen wir f
auch als Funktion V x W — K auffassen, ndmlich durch

f(p.q) = f(p) fir (p,q) € VX W.
Dadurch wird K[V] zu einem Teilring von K[V X W], und genauso K[W].

2.4.2 Proposition Jedes Element von K[V x W] hat eine Darstellung

figi+ -+ fugk
mit fi,...,fr € K[V]undg,,...,gx € K[W], fiir ein k € N.

Beweis. Wir schreiben x = (x1,...,%,),y = (V1,...,Ym) sowie K[VXW] =
K[x,y]/Z(V x W). Jedes Element von K[V x W] ist also die Restklasse eines
Polynoms in x und y. Dabei entspricht K[V] dem von X und K[W] dem von y
erzeugten Teilring. Wenn wir f € K[x, y] also in der Form f = }) cq gx® P

schreiben, dann ist f = Y| ca,ﬁf‘ﬁﬁ die gesuchte Darstellung. O

SchlieBlich befassen wir uns noch kurz mit den Idealen in Koordinaten-
ringen. Ist V . A" eine affine Varietdt und T c K[V] eine Teilmenge, dann
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konnen wir wie im Polynomring die abgeschlossene Untervarietit
V(T) = {p € V| h(p) = 0 fiir alle ET} cVv
bilden. Umgekehrt gehort zu M c V das Verschwindungsideal
Iv(M) = {f €K[V]| f(p) =Ofiiralle p € M} c K[V]

von K[V]. Dabei gelten im Prinzip die gleichen Ausssagen wie zuvor.

Erinnerung an die Algebra. Sei R ein Ring, [ ein Ideal in Rund @: R —
R/I der Restklassenhomomorphismus f + f. Ist J ein weiteres Ideal von
R, dann ist a(J) ein Ideal von R/I; ist umgekehrt J’ ein Ideal von R/I, dann
ist @~1(J’) ein Ideal von R. Dabei gelten die Gleichheiten

a N e)=I+J und alaHJ)=J".

Das Ideal I + J enthélt natiirlich 7, und ist andererseits J ein Ideal, das 7
bereits enthilt, dann gilt / + J = J. Das ergibt insgesamt eine Bijektion

{Ideale J von R mit I C J} «— {Ideale von R/I}.
Diese Bijektion respektiert Inklusionen, Durchschnitte, Summen, Produkte
und Radikale von Idealen, auBerdem Primalitidt und Maximalitat.

Wir fassen die ganze Diskussion in der folgenden Aussage zusammen,
die sich aus Korollar 2.3.9 ergibt.

2.4.3 Korollar Es sei V c A" eine affine Varietit. Die Zuordnungen
W Iy (W) und J — V(J) sind zwischen den folgenden Teilmengen von V
und Idealen in K[V] zueinander inverse Bijektionen:
{abgeschlossene Untervarietc'iten} o {Radikalideale}
{irreduzible abgeschlossene Untervarietéiten} © {Primideale}

{Punkte} o {Maximale Ideale} ]

Ubungen

Ubung 2.4.1 Sei R ein Ring und 7 ein Ideal in R. Zeigen Sie:

(a) Genau dann ist R/I ein Integritéitsring, wenn [ ein Primideal ist.
(b) Genau dann ist R/I ein Korper, wenn I ein maximales Ideal ist.
(c) Genau dann ist R/ ein reduzierter Ring, wenn I ein Radikalideal ist.

Ubung 2.4.2 Sei I c K[xy,...,x,] ein Ideal und V = V(I). Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist f € K[V] eine Einheit, wenn f(p) # O fiir alle p € V gilt.
(b) Ist f € Z(V), soist 1 + f eine Einheit in K[xy,...,x,]/I.

Ubung 2.4.3 Bestimmen Sie die Einheiten im Koordinatenring K[V] fiir die affinen
Varietdten (a) V = V(y — xz) und (b) V = V(xy — 1) in AZ,
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Ubung 2.4.4 Es sei I € K[x1,...,x,] ein Ideal. Die Varietit V = V(I) sei endlich
und bestehe aus r Punkten in A". Zeigen Sie, dass der Restklassenring K[ x1, . . ., x,]/1
endlichdimensional iiber K ist.

Ubung 2.4.5 Machen Sie sich nochmals alle Schritte klar, die fiir den Beweis von
Korollar 2.4.3 erforderlich sind.

Ubung 2.4.6 Es sei K ein Ring (!). Eine K-Algebra ist ein Ring A zusammen mit
einem fixierten Homomorphismus a: K — A. Fiir ¢ € K und x € A schreiben wir
einfach cx fiir a(c) - x. Beweisen Sie die folgenden Aussagen fiir eine K-Algebra A.

(a) Ist T c A eine Teilmenge, dann ist der Durchschnitt aller K-Algebren, die T’
enthalten, wieder eine K-Algebra, genannt die von 7 erzeugte K-Teilalgebra
von A. Die K-Algebra A heiflt endlich erzeugt, wenn sie von einer endlichen
Teilmenge erzeugt wird.

(b) Die vonT erzeugte K-Teilalgebra besteht genau aus allen Elementen der Form

G(fis- s fu) = D aif{ - fi" € A
wobei fi,...,fn €T,G € K[x1,...,xn], n € N beliebig.

Ubung 2.4.7 (Fortsetzung) Sei K ein Ring und seien A und B zwei K-Algebren. Ein
Homomorphismus von K-Algebren oder kurz K-Homomorphismus ist ein Ringho-
momorphismus ¢: A — B mit ¢(c) = c fiir alle ¢ € K. Zeigen Sie:

(a) Ein Homomorphismus ¢: A — B ist genau dann ein K-Homomorphismus,
wenn fiir alle ¢,d € K und x,y € A gilt: p(cx + dy) = co(x) + do(y).

(b) Ist A eine K-Algebra und sind yi,...,yn, € A, dann gibt es genau einen
K-Homomorphismus ¢: K[x[,...,xs] = Amit ¢(x;) = y; firi = 1,...,n.

(c) Genau dann ist eine K-Algebra A endlich erzeugt, wenn es eine Zahl n € N
und einen surjektiven K-Homomorphismus ¢: K[x1,...,x,] — A gibt.

(d) Genau dann ist eine K-Algebra A endlich erzeugt, wenn es eine Zahl n € N
und ein Ideal 7 € K[xy,...,x,] gibt mit A =g K[xq,...,x,]/1.

Ubung 2.4.8 (Fortsetzung) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeigen
Sie, dass jede endlich erzeugte, reduzierte K-Algebra K-isomorph ist zum Koordi-
natenring einer affinen Varietit.

Ubung 2.4.9 Es sei K ein Korper. Uberlegen Sie sich, dass man den Begriff der K-
Algebra dquivalent wie folgt definieren kann: Eine K-Algebra ist ein K-Vektorraum
A zusammen mit einer Verkniipfung A X A — A, (a,b) — ab, welche K-bilinear,
assoziativ und kommutativ ist und ein Einselement besitzt.

Ubung 2.4.10 Beweisen Sie (mit Hilfe des Isomorphiesatzes fiir Ringe) die folgende
Version des chinesischen Restsatzes: Es sei R ein kommutativer Ring und seien
I,...,Ir Ideale in R mit [; + [; = R fiir alle j # k. Dann gilt

RIOY_y 1) =TT, R/1;.

Was hat das mit dem klassischen chinesischen Restsatz fiir ganze Zahlen zu tun? Was
hat das mit Beispiel 2.4.1(2) zu tun?
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2.5 Morphismen

Morphismen sind die Transformationen der algebraischen Geometrie, die
verschiedene Varietéten in einander iiberfiihren konnen. Wie die Varietiten
selbst sind auch die Morphismen durch Polynome definiert.

Definition Ein Morphismus zwischen zwei affinen Varietiten V c A™
und W C A" ist eine polynomiale Abbildung ¢, also gegeben durch

p: VoW, p (fl(P)”fn(P))
.o, fn € K[V].

2.5.1 Beispiele (1) Wirhaben schon verschiedene parametrische Kur-
ven gesehen. Zum Beispiel ist die Neilsche Parabel C = V(x* — y?) in der
affinen Ebene das Bild des Morphismus ¢: A! — A2t (¢%,1%).

(2) Entsprechend ist die verdrehte Kubik C = V(y — x%,z — x°) in A3
das Bild des Morphismus ¢: A' — A3, ¢+ (¢,1%,1%). Das Bild von C unter
der Projektion (x,y,z) — (y,z) auf die letzten beiden Koordinaten ist die
Neilsche Parabel aus dem vorigen Beispiel.

(3) Das Bild einer affinen Varietét unter einem Morphismus ist allerdings
im Allgemeinen nicht Zariski-abgeschlossen, also nicht wieder eine affine
Varietit. Das folgende Beispiel haben wir bereits in §2.2 gesehen. Sei V =
V(1 — xy) die Hyperbel in der affinen Ebene und sei 7: A> — Al die
Projektion (x, y) — y. Offenbar gilt

mit fi, .

n(V) = A"\ {0}.
Dies ist keine abgeschlossene Teilmenge von A!. O

Wie das letzte Beispiel zeigt, ist das Bild einer affinen Varietit unter
einer Koordinatenprojektion im Allgemeinen nicht abgeschlossen. Mit Hilfe
des Nullstellensatzes konnen wir aber zumindest das Folgende beweisen.

2.5.2 Satz Seil C K[x1,...,%m,Y1s-..,Yn] ein Ideal und sei

W=V()c A" xA"

die durch I definierte affine Varietdt. Sei m: A™ x A" — A", (p,q) — q die
Projektion auf den zweiten Faktor. Dann gilt

(W) =V(INK[y1,....yal).

Das heruntergeschnittene Ideal INK [y, . .
Abschluss der projizierten Menge w(W).

Beweis. Esseig € n(W). Dann gibtes also p € A™ mit (p,q) € W und jedes
Polynom f € [ verschwindet in (p,q). Dann verschwindet insbesondere
jedes f € I NK[yy,...,yn] in g, also gilt g € V(I N K[y1,...,yn]). Ist
umgekehrt r ¢ 7(W), dann gibt es also f € K[yy,...,y,] mit f(z(p,q)) =0
fiir alle (p,q) € W, aber f(r) # 0. Nach dem starken Nullstellensatz gibt es

., ¥n] definiert also den Zariski-
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Dass die Projektion
hier nicht surjektiv
ist, liegt anschaulich
betrachtet daran, dass
die Hyperbel iiber
dem Nullpunkt gegen
unendlich geht. Wir
werden spditer sehen,
dass dieser Defekt in
der projektiven
Geometrie nicht
auftreten kann.
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k > 1mit f¥ € I. Also gilt f*(r) # Ound f* € INK[yy,...,y,] und damit
rée VI NK[yi,...,vul). O

Das Ideal I N K[yy,. . ., y,] wird das Eliminationsideal von / beziiglich
der Variablen x,. . ., x,, genannt, weil in ihm xy,. . ., x,,;, eliminiert wurden.

2.5.3 Beispiel Seil = (y - x%,z—x3) das Ideal der verdrehten Kubik in
A> (Beispiel 2.5.1(2)). Es gilt

INK[y.z] = (y3—22).

Dies entspricht der Tatsache, dass die Projektion der verdrehten Kubik auf
die letzten beiden Koordinaten die Neilsche Parabel ist. Es ist aber etwas
miihsam, selbst in diesem Beispiel, die Gleichheit der Ideale direkt nachzu-
priifen. Verfahren zur Berechnung solcher Eliminationsideale finden sich im
Anhang B iiber Grobnerbasen.

In Beispiel 2.5.1(3) gilt dagegen (xy — 1)N K[y] = (0), denn es gibt kein
Vielfaches ungleich 0 von xy — 1 in K[x, y], das die Variable x nicht enthailt.
Dies entspricht der Tatsache, dass es keine echte Zariski-abgeschlossene
Teilmenge von A! gibt, die das Bild der Projektion enthiilt. %

Jeder Morphismus lésst sich auf eine geeignete Projektion zuriickfiihren:
Ist ¢: V — W ein Morphismus, so heif3it

T, ={(p.g) e VW |q=gp)}

der Graph von ¢. Der Graph ist eine abgeschlossene Untervarietit des
Produkts V X W, denn ist W c A" und K[W] = K[y,...,Vn]/Z(W) und ist
o =f1,..., ) mit fi,..., fn € K[V], dann gilt per Definition

F(P = V(yl _fl""’yn _fn) C VXW.
Nach Satz 2.5.2 wird ¢(V) dann durch das Ideal

(yl _flv-"yn _fn) ﬂK[W]

in K[W] beschrieben.
Die Korrespondenz zwischen affinen Varietidten und ihren Koordinaten-
ringen erstreckt sich auch auf Morphismen. Es seien V ¢ A™ und W c A"

affine Varietiten und sei ¢ = (f1,..., f;): V — W ein Morphismus, gegeben
durch fi,..., f, € K[V]. Fiir jedes g € K[W] ist dann

goe=g(fi.- s /)
ein Element von K[V]. Dies definiert einen Homomorphismus

¢#-{K[W] — K[V]
' g B goyp
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zwischen den Koordinatenringen in umgekehrter Richtung. Die Funktion
©*(g) € K[V] entsteht also »durch Zuriickziehen« von V nach W mittels ¢.

14

\% w
8
K

2.5.4 Beispiel Wir betrachten die Abbildung

Al - A2
14 t - (2P

mit Bild C = ¢(A') = V(x3 — y?), die Neilsche Parabel. Dazu gehort der
Homomorphismus ¢*: K[C] — K][t]. Er ist eindeutig bestimmt durch die
Bilder der beiden Erzeuger X und y. Dabei gelten

o"@(1) = (Fo@)1) =X(1%.97) =1
") = Fo@)t) =¥ () =1 o
Die Homomorphismen zwischen Koordinatenringen, die wir betrachten,

sind zusétzlich K-lineare Abbildungen. Dafiir vereinbaren wir eine Sprech-
weise (siehe auch Ubung 2.4.6 fF.).

Definition Es seien A und B zwei K-Algebren. Ein K-Homomorphismus
von A nach B ist ein Ringhomomorphismus ¢: A — B, der auflerdem
K-linear ist, also mit ¢(c) = ¢ fiir alle ¢ € K.

2.5.5 Proposition Es seien ¢: V — Wundy: W — X zwei Morphismen
von affinen Varietdten.

(1) Die Abbildungen ¢* und y* sind K-Homomorphismen und es gilt
o) =¢" oyt
(2) Fiir p: V — V gilt p* = idgv) genau dann, wenn p = idy.

(3) Zu jedem K-Homomorphismus a: K[W] — K[V] der Koordinaten-

ringe existiert ein Morphismus ¢: V. — W von Varietiten mit a = ¢".

Beweis. (1), (2): Ubung 2.5.3. (3) Es sei a: K[W] — K[V] ein K-Homo-
morphismus. Es gelte W c A" und K[W] = K[yy,...,ynl/Z(W). Setze

fi = a(y;) firi=1,...,n.

Dann ist ¢ = (fi,..., fy): V — A" ein Morphismus und es gilt (V) c W.
Denn ist p € V und h € Z(W), so gilt

h(e(p) = h(@GD(P).. . ..a(n)(P))
= a(h(r,. ... y))(p) = a(h)(p) = 0.
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Dabei gilt die erste Gleichheit nach Definition, die zweite weil @ ein K-
Homomorphismus ist und die letzte wegen & € Z(W) und damit & = 0. Also
folgt ¢(p) € V(Z(W)) = W. Nach Konstruktion von ¢ gilt auBerdem

(@) =g0p=ga@....a(m) = alg)
fiir alle g € K[W], also ¢* = a. -

Definition Ein Morphismus ¢: V — W von affinen Varietiiten heiBt ein
Isomorphismus, wenn es einen Morphismus ¢: W — V gibt mit ¢y o ¢ =
idy und ¢ o = idy. In diesem Fall schreibt man ¢~ fiir . Wenn ein
Isomorphismus zwischen V und W existiert, dann heiflen V und W isomorph.

2.5.6 Korollar Ein Morphismus ¢: V — W ist ein Isomorphismus genau
dann, wenn ¢* : K|W] — K[V] ein K-Isomorphismus ist. Genau dann sind
zwei affine Varietdten isomorph, wenn ihre Koordinatenringe K-isomorph
sind.

Beweis. Dies folgt aus Prop. 2.5.5(1)&(2), denn damit gilt ¢* o y* = idg [y
genau dann, wenn i o ¢ = idy. Entsprechendes gilt fiir y# o ¢*. O

2.5.7 Beispiel Sei : A' — A? die Parametrisierung der Neilschen Para-
bel C = V(y? — x*) wie oben. Der Homomorphismus

K[C] = K[x,y]/(y* - ¥°) — K]1]
o X N
y —or

ist injektiv aber nicht surjektiv und damit kein Isomorphismus. Die Injekti-
vitit priift man direkt nach. Dass ¢* nicht surjektiv ist, sieht man daran, dass
t nicht im Bild liegt. Tatsichlich gilt Bild(¢*) = K[%,73,...] c K][t].
Damit ist ¢ auch kein Isomorphismus. Es gibt also keinen Morphismus
C — Al der zu ¢ invers wire, obwohl ¢ bijektiv ist. Geometrisch ent-
spricht das der Tatsache, dass man die Singularitit, die Spitze der Neilschen
Parabel, nicht einfach wieder ausbiigeln kann. Das diskutieren wir spéter
systematisch. O

2.5.8 Proposition Sei p: V — W ein Morphismus von affinen Varietiten.
Dann gilt Kern(¢*) = Ty (¢(V)). Inbesondere ist ¢(V) genau dann Zariski-
dicht in W, wenn ¢* injektiv ist.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Definition von ¢*.
AuBerdem ist ¢(V) genau dann Zariski-dicht in W, wenn Zy (¢(V)) = (0) in
K[W] gilt, und ¢* genau dann injektiv , wenn Kern(¢*) = (0) gilt. O

Unsere bisherigen Erkenntnisse in diesem Kapitel fassen wir wie folgt zusam-
men: Zwischen den affinen Varietéten und ihren Koordinatenringen (endlich
erzeugten reduzierten K-Algebren) gibt es eine Korrespondenz, die bis auf
Isomorphie ein-eindeutig ist. Alle Information iiber eine Varietit steckt auch
in ihrem Koordinatenring. Diese Entsprechung zwischen Algebra und Geo-
metrie wird auch algebro-geometrische Korrespondenz genannt.
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Ubungen
Ubung 2.5.1 Es sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus und seien / ¢ R, J € §

Ideale. Zeigen Sie:

(a) ¢~ 1(J)istein Ideal in R.
(b) Falls ¢ surjektiv ist, so ist ¢(I) ein Ideal von R.

(c) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass ¢(I) im Allgemeinen kein Ideal von R zu
sein braucht.

Ubung 2.5.2  (a) Sei C; die Parabel V(y — x2). Zeigen Sie, dass K[C|] zum
Polynomring in einer Variablen isomorph istund damit C; zur affinen Geraden.

(b) Sei C; die Hyperbel V(1 —xy). Zeigen Sie, dass K[C; ] nicht zum Polynomring
in einer Variablen isomorph ist. (Hinweis: Welche Einheiten gibtes in K[C,]?)

ﬁbung 2.5.3 Beweisen Sie Prop. 2.5.5(1),(2).

Ubung 2.5.4 Essei p: Al > A2 — (f(2),8(1)) ein Morphismus, gegeben durch
f.g € K[t]. Zeigen Sie:

(a) Es gibt eine Zahl m > 0 derart, dass die Familie von Polynomen
(f()%e@)? | a,b € No,a+b < m)

in K[f] linear abhingig ist.
(b) Es gibt ein Polynom h € K[x,y], h # 0, mit p(Al) c V(h).

Ubung 2.5.5 Essei C C A3 die verdrehte Kubik aus Beispiel 2.5.1(2), das Bild von
o Al 5 A3 10 (1,121,
Zeigen Sie, dass ¢: Al 5 Cein Isomorphismus ist.

Ubung 2.5.6 Es sei ¢: V — W ein Morphismus von affinen Varietiten. Zeigen Sie,
dass V zum Graph I'y, von ¢ isomorph ist.

2.6 Funktionenkorper und rationale Abbildungen
Wir haben gesehen, dass eine affine Varietit V vollstindig durch ihren Ko-
ordinatenring K[V] bestimmt ist. Wenn V irreduzibel ist, dann ist K[V]
ein Integritdtsring und besitzt einen Quotientenkorper Quot(K[V]), dessen

Bedeutung wir nun untersuchen.

Definition Es seiV eine irreduzible affine Varietit. Der Quotientenkdrper

K(V) = Quot(K[V]) = {g | f.geK[V] g+ 0}

hei3t der Funktionenkorper von V und seine Elemente heil3en rationale
Funktionen auf V.

33
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2.6.1 Beispiele (1) Der Funktionenkorper des affinen Raums A" ist
der rationale Funktionenkorper K(xi,...,x,) in n Variablen iiber K, der
Quotientenkorper des Polynomrings.

(2) DieParabel C; = V(y—x?)ist zu A! isomorph (Ubung 2.5.2). Es gilt
also K[C;] = K|[t] und damit auch K(C}) = K(¢). Dagegen ist die Hyperbel
C, = V(xy — 1) nicht isomorph zu A!. Trotzdem gilt aber K(C;) = K(z).
Denn die Abbildung

Klx,y] > K(t), x> t, y—> 1/t

ist ein Homomorphismus mit Kern (xy — 1) und definiert eine Injektion
K[C;] — K(t) und damit auch eine Injektion a: K(C;) — K(t). Da K und
¢t im Bild von « liegen, ist @ auch surjektiv, und es folgt K(C>) = K(1). ¢

Ist V eine irreduzible affine Varietit und 4 € K(V) eine rationale Funk-
tion, dann gibt es per Definition Elemente f,g € K[V], g # 0, mith = f/g.
Ist p € V ein Punkt mit g(p) # 0, dann konnen wir einen Funktionswert
h(p) = f(p)/g(p) € K definieren.

Ist nun etwa V = A! und damit K(V) = K(r), dann hat eine rationale
Funktion & = f/g € K(t) eine eindeutige Darstellung, in der f und g teiler-
fremd sind (und etwa g normiert ist). In diesem Fall sind die Punkte, in denen
der Nenner g nicht verschwindet, in natiirlicher Weise der Definitionsbereich
von h. Fiir allgemeine Varietéten ist die Sache allerdings komplizierter, weil
der Koordinatenring K[V] kein faktorieller Ring sein muss. In diesem Fall
gibt es keine eindeutige gekiirzte Darstellung.

2.6.2 Beispiel Wir betrachten die Schleifenkubik C = V(y? — x%(x + 1)).
In K[C] gilt dann y? = x?(x + 1) und in K(C) damit etwa

X_ﬁ_xz(x+l)_x(x+1)

XXy Xy y

Die linke Darstellung dieser rationalen Funktion ist nur im Punkt (0,0) un-
definiert. In der rechten Darstellung verschwinden dagegen im Punkt (—1,0)
sowohl der Nenner als auch der Zihler. Wir konnen diese gemeinsame Null-
stelle aber nicht einfach »kiirzen«. Erst die obige Umformung zeigt, dass die
Funktion im Punkt (—1,0) sehr wohl definiert ist. O

Das fiihrt zu folgender Definition:

Definition Es sei V eine irreduzible affine Varietit und & € K(V) eine
rationale Funktion. Wir definieren

dom(h) = {p eV |3f,geK[V]: h= g und g(p) ¢0},

den Definitionsbereich von /.

Fiir jedes h € K(V) enthélt dom(%) eine nicht-leere Zariski-offene Teil-
menge, denn wenn wir eine Darstellung 7 = f/g betrachten, dann gilt ja
bereits V \ V(g) c dom(h)).
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Definition Es sei V eine irreduzible affine Varietit. Jedes n-Tupel von
rationalen Funktionen hy,. .., h, € K(V) definiert eine Abbildung

0: U— A" p (hi(p),....h(p))

mit U = dom(k;) N ---Ndom(k,). Wir nennen ¢ eine rationale Abbildung
von V nach A™ mit Definitionsbereich dom(y) = U. Ist W C A’ eine affine
Varietéit mit (U) c W, dann kdnnen wir ¢ auch als rationale Abbildung von
V nach W auffassen und schreiben kurz

p:V-->W.
Die rationale Abbildung ¢ heilt dominant, wenn ¢(dom(¢)) dicht in W ist.

Ist ¢ dominant und ¢ : W --- Z eine weitere rationale Abbildung, dann
ist die Komposition
Yyop:V-->Z7

sinnvoll definiert, mit dom(y o ¢) > dom(p) N ¢! (dom(y)).

2.6.3 Proposition Jede dominante rationale Abbildung ¢: V --> W zwi-
schen zwei irreduziblen affinen Varietdten induziert eine Injektion

" K(W) > K(V), h+> hoy

der Funktionenkorper. Jeder K-Homomorphismus K(W) — K(V) kommt
in dieser Weise von einer dominanten rationalen Abbildung V ---> W.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zu dem von Prop. 2.5.5: Da ¢ dominant ist,
ist o*(h) = ho ¢ fiir jedes h € K(W) eine rationale Abbildung V --- A' und
damit ein Element von K(V). Die Abbildung ¢ ist ein Ringhomomorphis-
mus und bildet 1 auf 1 ab. Also ist ¢* ein K-Homomorphismus von Kérpern
und damit injektiv.

Sei umgekehrt a: K(W) < K(V) ein K-Homomorphismus. Ist W c A"
unddamit K[W] = K[yy,...,y.]/Z(W),dannsetze h; = a(y;) € K(V).Dann
ist o = (h1,...,h,): V --> A" eine rationale Abbildung mit ¢* = a. O

Definition Eine rationale Abbildung ¢: V --> W heiBit birational, wenn
es eine rationale Abbildung y: W ---> V mity o ¢ = idy und ¢ o ¢ = idw
gibt. Die irreduziblen Varietiten V und W heiflen birational fiquivalent,
wenn es eine birationale Abbildung zwischen ihnen gibt.

2.6.4 Beispiel Die rationale Abbildung ¢: A! --» Al, x + 1/x ist bi-
rational, denn es gilt ¢ o ¢ = id. Dieses einfache Beispiel zeigt, dass die
Komposition zweier rationaler Abbildungen iiberall definiert sein kann, auch
wenn dies fiir keine der beiden Abbildungen allein der Fall ist. O

2.6.5 Korollar Genau dann sind zwei Varietditen V und W birational iqui-
valent, wenn ihre Funktionenkorper K-isomorph sind. O

Definition Eine irreduzible affine Varietit V heiBt rational, wenn es ein
n € N und eine birationale Abbildung A" --- V gibt.
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Nach Prop. 2.6.3 ist eine Varietiit also genau dann rational, wenn ihr
Funktionenkorper zu einem rationalen Funktionenkorper isomorph ist.

2.6.6 Beispiele (1) Wir wir gesehen haben, sind die Parabel und die
Hyperbel rationale Kurven in der Ebene.

(2) Unsere Definition einer rationalen ebenen Kurve im ersten Kapitel
war etwas schwicher, namlich eine Kurve C, die eine dominante rationale
Abbildung Al —-5 C erlaubt. Man kann beweisen, dass dies fiir Kurven
dquivalent zur Rationalitét ist (Satz von Liiroth). In hoheren Dimensionen
macht dies einen Unterschied (Stichwort: Unirationale Varietdten). In jedem
Fall folgt aus Satz 1.0.5, dass ebene kubische Kurven in der Regel nicht
rational (und auch nicht unirational) sind. O

Ubungen

Ubung 2.6.1 Geben Sie eine birationale Aquivalenz zwischen der Parabel V(y — x2)
und der Hyperbel V(xy — 1) an.

Ubung 2.6.2 Zeigen Sie, dass durch ¢: A% -5 AZ (x,y) — (x,xy) eine birationale
Abbildung gegeben ist. Bestimmen Sie das Bild von ¢ sowie die Umkehrabbildung
und ihren Definitionsbereich.

Ubung 2.6.3 Geben Sie ein Beispiel fiir eine rationale Abbildung A2 -- > AZ an, die
dominant ist, aber nicht birational. Bestimmen Sie auch die zugehérige Abbildung
von K(xp, xp) in sich selbst.

Ubung 2.6.4 Es sei M = A™" der Raum der n x n-Matrizen iiber K. Zeigen Sie,
dass die Abbildung
M- M, A AT

birational ist. (Hinweis: Driicken Sie A~! mit Hilfe von Determinanten aus.)

Ubung 2.6.5 (Cayley-Transformation) Es sei char(K) # 2 und sei M = A™" der
affine Raum der n X n-Matrizen. Betrachten Sie die Abbildung

{ M --> M
@ I-A

A S Y

wobei [ die Einheitsmatrix ist. (Die Notation als Bruch ist gerechtfertigt, denn ist
I + A invertierbar, dann gilt ( + AYT-A=-a7+4A7L) Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung ¢ ist eine rationale Abbildung mit <p2 =1idyy.

(b) Die Einschrinkung von ¢ auf den Raum S € M der schiefsymmetrischen
Matrizen in M induziert eine birationale Abbildung S - - > SO,,(K). (Hinweis:
Aus A = —AT folgt det(I + A) = det(] — A).)

Ubung 2.6.6 Es sei ¢: V --» W eine rationale Abbildung zwischen irreduziblen
affinen Varietiten. Zeigen Sie, dass der Abschluss von ¢(dom(¢)) irreduzibel ist.
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2.7 Lokale Ringe

Ist V. c A" eine irreduzible affine Varietit und p € V ein Punkt, dann ist

{% e K(V) | h(p) o;
ein Teilring des Funktionenkorpers. Dieser Ring enthilt »lokale« Informa-
tion iiber die Varietidt V fokussiert auf den Punkt p. Diese sogenannte Lo-
kalisierung ist ein wichtiges Werkzeug der kommutativen Algebra. Dazu
brauchen wir etwas Vorbereitung. Im Folgenden sei immer R ein Ring.

Definition Eine Teilmenge S C R heiBt multiplikativ, wenn 1 € S und fiir
alle 51,52 € S auch 515, € § gilt.

Wir méchten die Elemente von S zu Einheiten machen, also multiplikati-
ve Inverse zu R hinzufiigen. Allerdings konnen Nullteiler niemals Einheiten
sein, denn ist f - s = O fiir f € R und ist s eine Einheit, dann kdnnen wir
mit s~' multiplizieren und f = 0 folgern. Deshalb muss die Definition von
Briichen gegeniiber dem Quotientenkdrper eines Integrititsrings angepasst
werden. Definiere dazu auf der Menge R X S die Relation

(fi,s1) ~ (f2.52) — 3t € S: t(fis2 — fos1) = 0.

2.7.1 Proposition Sei R ein Ring und S C R eine multiplikative Teil-
menge. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Wir schreiben J;[ oder

auch f /s fiir die Aquivalenzklasse von (f,s) und R[S~ fiir die Menge aller
Aquivalenzklassen. Mit den iiblichen Rechenregeln

f 8 _fg f g _[ft+gs
== == und —+=-=—
s 1 st s t st

wird R[S™'] zu einem kommutativen Ring mit Eins ]T und Null (—1).
Beweis. Ubung 2.7.2 O

Der Ring R[S™!] heiBt die Lokalisierung von R nach S. Sie kommt
zusammen mit einem Ringhomomorphismus

As: R > R[S7"], f— {

der Lokalisierungsabbildung. Nach Konstruktion werden die Elemente von
S unter Lokalisierung zu Einheiten, das heift es gilt 15(S) ¢ (R[S~'])*: Fiir

s € S gilt namlich

s 1_1
- =

1 1
in R[S~!]. Darin liegt der ganze Sinn der Konstruktion.
Wenn R ein Integrititsring ist, dann ist Rg einfach der Teilring des Quo-
tientenkorpers Quot(R) aus allen Briichen mit Nennern in S. Im allgemeinen
gilt As(f) = 0/1 per Definition genau dann, wenn es ¢t € S gibt mit 7 f = 0.
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Also ist A5 genau dann injektiv, wenn S keine Nullteiler von R enthilt. (Auch
0 € S haben wir nicht verboten. In diesem Fall ist dann R[S~!] der Nullring.)
Obwohl R also im Allgemeinen kein Teilring von R[S™!] ist, unterscheidet
man meist nicht zwischen f und ’;, und auch nicht zwischen s~! und %

2.7.2 Beispiel Es sei R = K[x,y]/(xy)und S = {y’ | i > 0}. In R gilt
xy = 0 und in R[S™'] deshalb

x_xyl_
1 11y 0
Es ist Kern(Ag) = (x) und
R[S = K[y,y '] = {% | feKylLj> 0}. O

Als néchstes untersuchen wir die Beziehung zwischen Idealen in einem
Ring und in einer Lokalisierung. Sei R ein Ring und S eine multiplikative
Teilmenge. Ist J ein Ideal von R[S™'], so ist /lgl(J) ein Ideal von R. Ist J
prim, so auch /151(1). Ist / ein Ideal von R, dann schreiben wir /[S™'] oder
manchmal deutlicher 7 - R[S™'] fiir das von Ag(1) in R[S™'] erzeugte Ideal

INRE {{ | felse s}.

2.7.3 Proposition (1) Fiirjedes Ideal J in der Lokalisierung R[S~ gilt
J = (5" ())[S™"). Die Abbildung J — X5'(J) ist also eine Injektion
von der Menge der Ideale in R[S™'] in die Ideale von R.
(2) Die Abbildung Q +— /lgl(Q) induziert eine Bijektion zwischen der
Menge aller Primideale von R[S™'] und der Menge aller Primideale
P von R mit PN S = 0. Die Bijektion erhdlt Inklusionen und Durch-
schnitte. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch P +— P[S7'].

Beweis. (1) Es sei J C R[S™'] einIdealund I = A5'(J) = {f € R: f/1 €
J}. Fiir jedes f/s € J gelten s - (f/s) = f/1 € Jund f/s = (1/s) - (f/1).
Das zeigt, dass J von der Menge Ag5(I) erzeugt wird.

(2) Sei QO c R[S7!] ein Primideal. Wegen Q # R[S™'] muss dann
ONR[S7']* = 0 und damit 7~1(Q) NS = 0 gelten. Ist andererseits P C R ein
Primideal mit PN S = 0, so ist P[S™!] ein Primideal; denn ist (f/s)- (g/t) =
h/umith € Pund u € S, so gibt es nach Definition der Gleichheit in R[S™']
einv € S mit v(fgu — hst) = 0. Wegen u,v ¢ P folgt f € Poder g € P,
also f/s € Pg oder g/t € P[S™']. AuBerdem gilt P = /lgl(P[S_l]). Denn ist
f € R mit Ag(f) € P[S™'], so heiBt das f/1 = g/s fiir ein g € P und ein
s € S. Also gibtes ¢ € S mit

fst =gt.

Die rechte Seite liegt in P, also auch fst. Wegen st ¢ P folgt f € P,da P
ein Primideal ist. O
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2.7.4 Beispiel Wir betrachten die Lokalisierung R[S~'] mit
R=K[xi,....,x,Jund S = {f € R| f(p) # O},

fiir p € A". Nach Prop. 2.7.3 sind die Primideale von Rg genau die Primideale
P von R mit P N S = 0, was gerade p € V(P) bedeutet. Die Primideale von
Rs entsprechen also genau den irreduziblen affinen Varietiten in A", die den
Punkt p enthalten.

Wie sieht es mit reduziblen Untervarietiten aus? Sei dazu etwa n = 2
und p = (0,0) und betrachte das Ideal ((x — 1)y). Wegen (x — 1)(p) # 0
gilt dann x — 1 € S und deshalb ((x — 1)y) = (y/1) = (y) in R[S™']. Die
Varietit V((x — 1)y) c A? ist die Vereinigung der beiden Geraden x = 1 und
y = 0, aber nur eine enthilt den Punkt p. Deshalb verschwindet die andere
in der Lokalisierung. In diesem Sinn sieht die Lokalisierung nur noch die
Geometrie lokal um den Punkt p. O

2.7.5 Korollar Sei R ein noetherscher Ring und S C R eine multiplikative
Teilmenge. Dann ist R[S™'] wieder noethersch.

Beweis. Es sei J ein Ideal von R[S~']. Nach Prop. 2.7.3(1) gilt dann J =
/151 (N)[S7']. Da R noethersch ist, ist /lgl(J ) endlich erzeugt, und J wird von
den Bildern dieser Erzeuger unter Ag erzeugt. O

Der wichtigste Typ von Lokalisierung iiberhaupt ist der folgende: Per
Definition ist ein Ideal P von R genau dann ein Primideal, wenn R \ P eine
multiplikative Teilmenge ist. In diesem Fall schreibt man

Rp =R[(R\ P)™"]

und nennt Rp die Lokalisierung von R nach P. Das ist genau die Situation
in Beispiel 2.7.2, wo P das Verschwindungsideal eines Punkts ist.

Definition Ein Ring heiBt lokal, wenn er nur ein einziges maximales Ideal
besitzt.

2.7.6 Korollar Ist P C R ein Primideal, so sind die Primideale von Rp in
Bijektion mit den Primidealen von R, die in P enthalten sind. Insbesondere
ist Rp ein lokaler Ring mit maximalem Ideal PRp.

Beweis. Das folgt direkt aus Prop. 2.7.3(2) mit S = R \ P. O
Haufig braucht man die folgende einfache Aussage iiber lokale Ringe.

2.7.7 Lemma Es sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Dann gilt
R\ m = R*, das heifst, die Einheiten in R sind genau die Elemente, die nicht
in m enthalten sind.

Beweis. Genau dann ist a € R eine Einheit, wenn (a) = R gilt. Ist (a) # R,
dann ist (a) nach dem Zornschen Lemma in einem maximalen Ideal von R
enthalten, also in m, da R lokal ist. O

Fiir nachher notieren wir auch noch:
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2.7.8 Lemma Es sei R ein Integritdtsring. Fiir jedes Primideal P von R
ist dann Rp ein Teilring von Quot(R) und es gilt

R = ﬂ Ru.

mcR
maximales Ideal
Beweis. R C (R, ist klar. Sei umgekehrt 2 € Quot(R) \ R und betrachte
I = {s € R| sh € R}. Dann ist I ein Ideal und nach Voraussetzung gilt
1 ¢ I. Also ist I nach dem Zornschen Lemma in einem maximalen Ideal m
enthalten. Es folgt & ¢ R,,,. Denn ist 4 = f/s in Quot(R) mit f,s € R, dann
folgt sh = f € R,alsos € I Cc m. O

Mit der abstrakten Algebra sind wir damit fiirs Erste fertig; zuriick zur
algebraischen Geometrie. Zu jeder affinen Varietit haben wir den Koordi-
natenring als einen Ring von Polynomfunktionen definiert. Wir betrachten
solche Funktionen nun lokal um einen einzelnen Punkt.

Definition Es sei V eine affine Varietit, p € V ein Punkt mit zugehorigem
maximalen Ideal m = {f € K[V]| f(p) = 0} im Koordinatenring K[V]. Der
lokale Ring von V in p ist die Lokalisierung

Ov,p =K[V]n = {g | f.8 €K[V], g(p) # 0}-

Wenn man die Elemente von Oy ,, als Funktionen V — K interpre-
tieren mochte hat man, wie schon bei rationalen Funktionen, das Problem,
dass die Nullstellenmenge des Nenners von der Wahl des Représentanten
abhingen kann. Im Punkt p selbst ist der Wert aber jedenfalls wohldefiniert.
Insbesondere konnen wir definieren:

my.p = {f € OV,]) | f(p) = O}
Dann ist Oy , ein lokaler Ring mit maximalem Ideal my ,,, nach Kor. 2.7.6.

2.7.9 Proposition Fiir jede irreduzible affine Varietiit V gilt

KIVI= () Ov.p

pev
wenn wir K[V] und Oy ;, als Teilringe von K (V) verstehen.

Beweis. Nach Lemma 2.7.8 ist K[V] der Durchschnitt aller seiner Lokalisie-
rungen in maximalen Idealen. Andererseits wissen wir nach Kor. 2.3.9, dass
alle maximalen Ideale von K[V] von der Form my ,, fiir p € V sind. O

Weil wir die Idealstruktur von Oy ,, kennen, iibertrigt sich die Korre-
spondenz zwischen Idealen und Untervarietéiten auch auf die lokalen Ringe.

2.7.10 Korollar Es sei V eine affine Varietdit, und sei p € V ein Punkt.
Dann entsprechen die Primideale des lokalen Rings Oy ,, genau den irre-
duziblen Untervarietiiten von V, die p enthalten.
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Beweis. Eine irreduzible Untervarietit W von V entspricht dem Primideal
Z(W)in K[V]. Dabei bedeutet p € W gerade Z(W) C my . Nach Prop. 2.7.3
entsprechen diese Primideale den Primidealen von Oy p. O]

Fiir spiter halten wir noch die folgende Aussage fest, ein Beispiel fiir das
Zusammenspiel zwischen lokalen und globalen Eigenschaften.

2.7.11 Satz Es sei ¢:V --> W eine rationale Abbildung zwischen irre-
duziblen affinen Varietdten. In jedem Punkt p € dom(y) induziert ¢ einen
Homomorphismus der lokalen Ringe gof,: Ow o(p) = Ov,p, h = hoo.
Genau dann ist ¢ birational, wenn es eine nicht-leere offene Teilmenge
U c dom(yp) gibt derart, dass gof, fiir alle p € U ein Isomorphismus ist.

Beweis. Sei p € dom(p). Fiir h € Ow 4 (p) liefert die Komposition 4 o ¢
ein Element von K(V) (vgl. Prop. 2.6.3), mit p € dom(k o ¢) und damit
ho ¢ € Oy ,. Diese Zuordnung ist auerdem ein Homomorphismus.

Wenn ¢ birational ist, dann gibt es eine nicht-leere offene Teilmenge
U c V derart, dass ¢: U — ¢(U) bijektiv ist. (Jede nicht-leere offene
Teilmenge von ¢~ (dom(¢~!))Ndom(yp).) AuBerdem ist o*: K(W) — K(V)
ein Isomorphismus. Es gilt dann ¢*(Ow () = Oy, fiir jedes p € U.

Sei umgekehrt p € dom(y) ein Punkt, in dem golﬁ ein Isomorphismus
ist. Da V und W irreduzibel sind, gelten K(V) = Quot((’)v, p) und K(W) =
Quot(Ow 4(p))- Also ist auch ¢*: K(W) — K(V) ein Isomorphismus. ~ [J

2.7.12 Bemerkung Die entsprechende Aussage gilt auch fiir Morphismen. Genau
dann ist ein Morphismus ¢: V — W ein Isomorphismus, wenn (pf, in jedem Punkt
p € V ein Isomorphismus ist (siehe Ubung 2.7.10). Fiir rationale Abbildungen hat
der Beweis von Satz 2.7.11 gezeigt, dass ¢ bereits birational ist, sobald cp;‘, ein
Isomorphismus in einem einzigen Punkt p ist.

Ubungen
Wenn nicht anders angegeben, bezeichnet R immer einen beliebigen Ring.
Ubung 2.7.1 Bestimmen Sie fiir R = Z/(6) und P = (E) die Lokalisierung Rp.

Ubung 2.7.2 Beweisen Sie Prop. 2.7.1.

Ubung 2.7.3 Sei s € R, dann ist S = {1,s,5%,...} eine multiplikative Menge und
wir schreiben kurz R[s~!] fiir R[S™'].

(a) Finden Sie einen Isomorphismus R[s7'] = R[t]/(st - 1).
(b) SeiR = K[xy,...,x,]. Was sagt Prop. 2.7.3 in diesem Fall? Interpretieren Sie
das Ergebnis geometrisch im Fall n = 1 und s = x.

Ubung 2.7.4 Es sei A eine nullteilerfreie endlich erzeugte K-Algebra und S ¢ A
eine multiplikative Menge. Zeigen Sie: Falls A[S ~1] eine endlich erzeugte K-Algebra
ist, so gibt es f € A mit A[S™!] = A[f~']. (Zusatz: Konnen Sie das auch beweisen,
wenn A nicht nullteilerfrei ist?)
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Ubung 2.7.5 Die Lokalisierung ist durch eine universelle Eigenschaft bestimmt. Es
seiy : Ry — R, ein Ringhomomorphismus, Ry # {0}, und S C R; eine multiplikati-
ve Menge. Zeigen Sie: Genau dann exisiert ein Homomorphismus ¢’ : R} ST > Ry
mit Y =’ o @g, wenn ¥(S) C R; gilt. In diesem Fall ist ¢ eindeutig bestimmt.

Ubung 2.7.6 Es sei I ein Ideal und S eine multiplikative Teilmenge in R. Beweisen
Sie die Isomorphie

RIS/1is™ = R/D[S ']

Ubung 2.7.7  (a) SeiR # {0}. Ein Element a € R heiBt nilpotent, wenn es n € N
gibt mit a” = 0. Zeigen Sie: Genau dann ist a € R nilpotent, wenn es in
jedem Primideal von R enthalten ist. (Hinweis: Ist s € R nicht nilpotent, dann
betrachten Sie die Lokalisierung R[s~!] (definiert wie in der vorangehenden
Aufgabe).)

(b) Seil C ReinIdeal, R # {0}. Zeigen Sie: Das Radikal VT ist der Durchschnitt
aller Primideale von R, die I enthalten. (Hinweis: Betrachten Sie R/1.)

Die folgenden Aufgaben fiihren die Lokalisierung von R-Moduln ein.

Ubung 2.7.8 Essei S C R eine multiplikative Teilmenge und sei M ein R-Modul.

(1) Konstruieren Sie analog zur Lokalisierung R[S _1] auch die Lokalisierung
S“M:{fues}
s

von M nach $ und zeigen Sie, dass ! M ein R[S™']-Modul ist. Ist P ¢ R
ein Primideal, dann schreiben wir wie bei Ringen auch Mp statt (R \ Py M.
(2) Zeigen Sie, dass die Abbildung Ag: M — S IM, m m/1 ein Homomor-
phismus von R-Moduln ist.
(3) Zeigen Sie: Fir m € M gilt m = 0 genau dann, wenn m/1 = 0 in der
Lokalisierung My, fiir jedes maximale Ideal m von R gilt.

(4) Folgern Sie, dass M = {0} genau dann der Nullmodul ist, wenn My, = {0/1}
fiir jedes maximale Ideal m von R gilt.

Ubung 2.7.9 (Fortsetzung) Es sei ¢: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln.

(1) SeiS c R eine multiplikative Teilmenge. Zeigen Sie, dass ¢ einen Homomor-
phismus ¢g: ST'M — $'=N von R[S~!]-Moduln induziert.

(2) Zeigen Sie: Genau dann ist ¢ injektiv/surjektiv/bijektiv, wenn der lokalisier-
te Homomorphismus ¢y, : My, — Ny, fiir jedes maximale Ideal m von R
injektiv/surjektiv/bijektiv ist.

Ubung 2.7.10 (Fortsetzung) Es sei ¢: V — W ein Morphismus zwischen affinen
Varietiten. Zeigen Sie: Genau dann ist ¢ ein Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist
und der Homomorphismus wf, : Ow o (p) — Oy, p zwischen den lokalen Ringen fiir
jeden Punkt p € V ein Isomorphismus ist.
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2.8 Dimension

»Dimension« ist ein sehr anschaulicher Begriff, der aulerdem formal aus
der linearen Algebra bekannt ist. In der algebraischen Geometrie gibt es
allerdings verschiedene Moglichkeiten, die Dimension von Varietiten alge-
braisch zu erfassen und jede hat ihre eigenen technischen Schwierigkeiten. In
jedem Fall setzt die Dimensionstheorie vergleichsweise viel Technik aus der
Algebra voraus. Wir definieren die Dimension zunéchst durch den Begriff
der algebraischen Unabhingigkeit.

Was immer die Dimension einer Varietit ist, der affine Raum A" sollte
auf jeden Fall die Dimension n haben. Algebraisch konnen wir das daran
festmachen, dass der Polynomring K|[xj,...,x,] von n voneinander unab-
hingigen Variablen erzeugt wird. Das formalisieren wir folgendermafGen.

Definition Es sei A eine K-Algebra. Eine endliche Familie von Elementen
¥1,--.,Ya € A hei3it algebraisch abhéngig (iiber K), wenn es ein Polynom
R € K|[11,. . .,t4] gibt, das nicht das Nullpolynom ist, und R(y,...,y4) =0
in A erfiillt. Wenn ein solches Polynom nicht existiert, dann heilen y1,. .., yg4
algebraisch unabhingig.

Etwas formaler konnen wir das so sagen: Fiir jede Wahl von Elementen
Y1,...,Ya € A gibt es einen Einsetzungshomomorphismus

e K[t1,...,ta] = A, t; >y

Genau dann sind yj,...,y, algebraisch unabhingig, wenn ¢ injektiv ist.
In diesem Fall ist das Bild von ¢ nach dem Isomorphiesatz isomorph zu
K[t,....t,]. Der Teilring K[y,...,yq4] = Bild(¢) von A ist also (bis auf
Isomorphie) ein Polynomring, in dem die Elemente yj,. . .,y die Rolle der
Variablen spielen.

2.8.1 Beispiel Wir betrachten den Kreis C = V(x> + y? — 1) in der af-
finen Ebene. Im Koordinatenring K[C] = K[x,y] /(x2 +y% - 1) ist x al-
lein algebraisch unabhéngig. (Denn R(x) = 0 in K[C] bedeutet gerade
R(x) € (x? +y? - 1), also (x? + y* — 1)|R(x), was nur fir R = 0 méglich
ist.) Andererseits sind X und y in K[C] offensichtlich algebraisch abhingig,
denn es gilt ja X* + 3> = 1 in K[C], das heiBt, das definierende Polynom
R = s> +1t> — 1 € K[s,t] von C definiert eine algebraische Abhiingigkeit
R(x,y) =0.

Dass C eindimensional ist (was wir noch nicht definiert haben), kénnen
wir geometrisch folgendermafen einsehen: Der Teilring K[x] c K[C] ist
isomorph zu einem Polynomring in einer Variablen, gehort also zu einer
Geraden. Fiir jeden Wert a € K gibt es nur endlich viele Punkte p € C mit
X(p) = a, die ndmlich den beiden Losungen der quadratischen Gleichung
a* + y(p)* = 1 entsprechen, also y(p) = +V1 — a2

Algebraisch konnen wir das so sagen: Der Funktionenkorper K(C) =
Quot(K[C]) entsteht aus dem rationalen Funktioenkorper F = K(X) durch

Adjunktion des Elements y = V1 — x2. Das ist also eine quadratische (und
damit insbesondere endliche) Korpererweiterung K(C) = F(V1 —%%). ¢
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Definition Es sei L/K eine Korpererweiterung. Der Transzendenzgrad
von L iiber K ist die grofite Zahl d € Ny, fiir die eine iiber K algebraisch
unabhingige Familie y;,...,ys € L der Linge d existiert und wird mit
trdeg(L/K) bezeichnet. Jede solche algebraisch unabhéngige Familie heift
eine Transzendenzbasis von L iiber K.

Die algebraischen Transzendenzgrad und -basen von Korpererweiterungen verhalten sich
Grundlagen hierzu . .. 1. . . . . .

sind im Anhang in 10 vieler Hinsicht dhnlich wie Dimension und Basen in Vektorrdumen: Ist

§A.3 kurz dargestellt.  d = trdeg(L/K), dann sind die Transzendenzbasen gerade die beziiglich

Inklusion maximalen algebraisch unabhéangigen Familien in L, und diese ha-

ben alle dieselbe Liange d. Ist yy,. . ., y4 eine Transzendenzbasis, dann ist die

Korpererweiterung L/K(yy,. . ., yq) iiber dem rationalen Funktionenkorper

algebraisch, das heif3t, jedes Element z € L erfiillt eine Polynomgleichung

r(z) = 0mitr € K(yy,...,ya)t], r #0.

Definition Es sei V eine irreduzible affine Varietit. Die Dimension von V
ist der Transzendenzgrad des Funktionenkorpers K (V) iiber K, in Zeichen

dim(V) = trdeg(K(V)/K).

Ist allgemeiner V # 0 eine beliebige affine Varietit, dann ist die Dimension
von V die groBte Dimension einer irreduziblen Komponente von V. Fiir die
leere Menge definieren wir dim(@)) = —co.

Diese Definition hat einige gute Eigenschaften. Zum Beispiel erfiillt sie
direkt unsere Minimalforderung dim(A") = n, denn der rationale Funktio-
nenkorper K(xp,...,x,) hat den Transzendenzgrad n iiber K. Auch einige
weitere grundlegende Tatsachen kdnnen wir leicht beweisen.

2.8.2 Proposition Eine affine Varietdt hat genau dann die Dimension 0,
wenn sie aus endlich vielen Punkten besteht.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass eine irreduzible Varietdt genau dann
nulldimensional ist, wenn sie aus einem einzelnen Punkt besteht. Ist V = {p}
ein Punkt, so folgt K[V] = K[V]/m, = K und damit dim(V) = 0. Ist
umgekehrt V irreduzibel, dann bedeutet dim(V) = 0, dass K(V) iiber K
algebraisch ist. Da K algebraisch abgeschlossen ist, folgt K(V) = K und
damit K[V] = K. Also ist jede Polynomfunktion auf V konstant und damit
V ein Punkt. O

Definition Eine affine Varietit V c A", deren irreduzible Komponenten
alle dieselbe Dimension d haben, hat reine Dimension d. Fiir d = 1 heif3t

Den Begriff  sie eine Kurve, fiir d = 2 eine Flache und fiir d = n — 1 eine Hyperflache.
»Hyperfliche « haben

wir bereits verwendet. . . .. .
Prop. 2.8.3 und 2.8.3 Proposition Fiir jedes nichi-konstante Polynom f € K[xi,...,X;]

Kor. 2.8.14 zeigen,  hat die Varietit V(f) C A" die reine Dimension n — 1.
dass die neue und die
alte Definition  Beweis. Ist f = f{' - krk die Zerlegung in verschiedene irreduzible Fak-

iibereinstimmen. toren, dann ist V(f) = V(f1)U- - - UV(f) die Zerlegung von V() in irredu-
zible Komponenten (Ubung 2.3.2). Wir kénnen daher ohne Einschrinkung
annehmen, dass f irreduzibel ist. Sei V = V(f), dann ist also K[V] =
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K[x1,...,x.]/(f) und K(V) = Quot(K(V)). Wegen f = 0 in K[V] sind
X1,...,X, in K(V) algebraisch abhingig, woraus trdeg(K(V)/K) < n—1
folgt (Kor. A.3.5). Umgekehrt kommt mindestens eine Variable in f vor, oh-
ne Einschrinkung etwa x,,. Dann sind X7, . . ., X,,_| algebraisch unabhéngig in
K(V).Dennist R € K[t1,...,ty—1] mit R(X],...,X,—1) = 0 in K[V], so folgt
fIR(x1,...,xy-1) und damit R = 0. Also ist trdeg(K(V)/K) > n— 1. O

Damit haben wir beispielsweise bewiesen, dass ebene Kurven tatsdchlich
die Dimension 1 haben, also Kurven im Sinn der obigen Definition sind.

Um den Dimensionsbegriff weiter zu entwickeln, brauchen wir ein tech-
nisches Hilfsmittel, die Noether-Normalisierung. Dazu kldren wir als erstes
die folgende begriffliche Unterscheidung aus der Algebra: Es sei A ein Ring
und R C A ein Teilring.

(1) Wir nennen A eine endlich erzeugte R-Algebra, wennes yy,...,y, €
A gibt derart, dass jedes Element f € A eine Darstellung als endliche

Summe der Form
=Y ity

n
a €Ny

besitzt, also als Polynom in yy,. .., y, mit Koeffizienten in R.

(2) Wir nennen A einen endlichen R-Modul, wenn es yy,...,y, € A gibt
derart, dass jedes Element f € A eine Darstellung der Form

f=cyir+--+cnyn

mit cy,...,c, € R besitzt, also als Linearkombination von yy,...,y,
mit Koeflizienten in R.

2.8.4 Satz (Noether’sches Normalisierungslemma)

Es sei A eine K-Algebra, die von n Elementen erzeugt wird. Dann gibt es eine
Zahl d mit 0 < d < n und algebraisch unabhdngige Elemente yi,...,yq in
A derart, dass A ein endlicher K|[yy,. .., yq]-Modul ist.

Jede Wahl von solchen algebraisch unabhéngigen Elementen heif3t eine
Noether-Normalisierung von A iiber K.

Beweis. Seien zy,...,z, € A Erzeuger von A als K-Algebra. Wir zeigen
die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei
n > 0, dann betrachten wir den surjektiven Homomorphismus

p: K[t,....t,] = A, t; > 7.

Sei I = Kern(y). Ist I = (0), dann sind zi,...,z, selbst algebraisch un-
abhingig und wir sind fertig. Andernfalls sei r € I, r # 0. Nach Lem-

ma 2.2.5 gibt es ay,...,a,-1 € K und ¢ € K* derart, dass das Polynom
c-r(t;y + aity,...,ty—1 + ap_1ty,t,) in t, normiert vom Grad d ist. Setze
7/ =zi—a;z, fiiri = 1,...,n—1und sei B die von zi,. . .,z;_l in A erzeugte

Teilalgebra. Nun ist

s=cr(z{ +aitp, ..., 2,_ + An-1ln,1y)
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ein normiertes Polynom vom Grad d in B[t,] mit s(z,) = 0. Das ergibt eine

Gleichung der Form
d-1

ZZI = Z S,‘ZL
i=0
mits; € Bfiiri =0,...,d—1.Da A als Modul iiber B von allen Potenzen von

zy, erzeugt wird, folgt aus dieser Darstellung, dass A ein endlicher B-Modul
ist, erzeugt von l,zn,z,zl,. . .,zg‘l. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
nun algebraisch unabhéngige Elemente y,. .., y, € Bmitm < n—1 derart,
dass B ein endlicher K[yj,. ..,y ]-Modul ist. Also ist auch A ein endlicher
K[y1,...,ym]-Modul, wie man sich leicht iiberzeugt (Lemma A.1.3). O

2.8.5 Lemma Es seien R C A noethersche Ringe. Ist A ein endlicher R-
Modul, dann existiert zu jedem x € A ein normiertes Polynom f € R[t]
mit f(x) = 0. Ist A zusdtzlich nullteilerfrei, dann ist Quot(A)/Quot(R) eine
endliche Korpererweiterung.

Beweis. Da R noethersch ist und A ein endlicher R-Modul, ist auch je-
der R-Untermodul von A endlich erzeugt (Prop. A.2.2). Insbesondere ist
der Untermodul {g(x) | g € R[]}, der von allen Potenzen von x erzeugt
wird, endlich erzeugt, etwa von 1,x,.. ., x" ! fiir ein n € N. Dann gibt es
ag,...,dy—1 € Rmitx" = Z:‘l:_()] a;x', also f(x) = Ofiir f(r) = t”—Z['.’z_Ol a;t'.

Ist A nullteilerfrei, dann ist die Korpererweiterung Quot(A)/Quot(R)
endlich erzeugt (von den Erzeugern von A als R-Modul). Nach der ersten
Aussage ist sie auBerdem algebraisch und damit endlich. O

2.8.6 Korollar Eine nullteilerfreie endlich erzeugte K -Algebra enthdlt eine
Transzendenzbasis ihres Quotientenkorpers.

Beweis. EsseiK[y,...,yq] C Aeine Noether-Normalisierung von K. Dann
ist Quot(A) eine endliche Korpererweiterung von K(yy, . . ., yg) nach Lemma
2.8.5 und damit trdeg(Quot(A)/K) = d (siehe Kor. A.3.7). Alsoist y,. . ., ya
eine Transzendenzbasis von Quot(A) iiber K. O

Wir setzen nun unsere Untersuchung des Dimensionsbegriffs fiir affine
Varietiten fort. Als erstes stellen wir den Zusammenhang mit der Noether-
Normalisierung her.

2.8.7 Lemma IstV cine affine Varietiit und ist K[y,...,yqa] C K[V] eine
Noether-Normalisierung von K[V], dann ist dim(V) = d.

Beweis. Ist V irreduzibel, dann folgt sofort dim(V) = trdeg(K(V)/K) = d,
wie wir gerade gesehen haben. Sei V beliebig und seien Vi,...,V,, die ir-
reduziblen Komponenten von V. Es ist klar, dass dim(V;) < d fiir alle i
gilt, denn algebraisch unabhingige Elemente in K[V;] sind die Restklassen
von algebraisch unabhéngigen Elementen in K[V]. Wir miissen zeigen, dass
mindestens eine irreduzible Komponente die Dimension d hat. Dazu zeigen
wir, dass es einen Index j gibt derart, dass die Restklassen von yy,...,ys in
K[V;] = K[V]/Z(V;) algebraisch unabhingig sind. Andernfalls existiert zu
jedem i ein Polynom R; € K|t1,...,tq], R; # 0, mit R;(y1,...,yq) € Z(V;).
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Setze R = R; - Ry, dann verschwindet R(y,...,yq4) auf jeder Kompo-
nenten, also auf ganz V, was R(yy,...,y4) = 0 bedeutet, im Widerspruch
zur Unabhéngigkeit von yi,...,yq. Damit ist K[y1,...,y4] € K[V;] eine
Noether-Normalisierung von K[V;], und es folgt dim(V;) = d. O

2.8.8 Korollar Es seiV eine affine Varietiit, deren Koordinatenring K[V]
als K-Algebra von m Elementen erzeugt wird. Dann gilt dim(V) < m.

Beweis. Das ist klar aus dem vorangehenden Lemma und der Existenz einer
Noether-Normalisierung mit hochstens m Variablen. O

Wenn K[V] als K-Algebra von m Elementen erzeugt wird, dann konnen
wir V in einen affinen Raum A™ einbetten. Das vorangehende Korollar
macht dann die duferst plausible Aussage, dass dazu dim(V) < m gelten
muss. Deutlich allgemeiner gilt das Folgende.

2.8.9 Satz Ist V eine irreduzible affine Varietit und W C 'V eine abge-
schlossene Untervarietiit von V, dann gilt dim(W) < dim(V).

Beweis. Esseiengy,...,gn € K[V]derart,dass gy, ..., g, in K[W] algebra-
isch unabhéngig sind, und sei f € Z(W) beliebig. Wir behaupten, dass dann
gls--->&m>f in K[V] algebraisch unabhingig sind, woraus die Behauptung
folgt (beachte Kor. 2.8.6). Um das einzusehen, sei R € K[ti,. . .,t;,u] mit
R(g1,...,8m f) = 0 und schreibe R = Z?:o ri(tl,. .. tp)u'. Aus

ri(g1,. . gm)f =0 (%)

d
i=0
folgt wegen f € Z(W) dann ry(g1,- . .,&m) € Z(W), also ro(g1,---,8m) =0
und damit rp = 0, da gy,...,8, algebraisch unabhingig sind. Teilen der
Gleichung (*) durch f und Induktion nach d zeigen R = 0. O

2.8.10 Satz Es seien'V und W affine Varietiiten. Dann gilt
dim(V x W) = dim(V) + dim(W).

Beweis. Da das Produkt von zwei irreduziblen Varietiten wieder irredu-
zibel ist (Ubung 2.3.7), kénnen wir ohne Einschriinkung annehmen, dass
V und W irreduzibel sind. Sei d = dim(V) und ¢ = dim(W) und seien
fir---»fa € K[V] und gy,...,g. € K[W] Transzendenzbasen von K(V)
bzw. K(W). Wir zeigen, dass f1,. . ., f4,81,- - - »&e in K[VXW] algebraisch un-
abhingig sind. Gegeben sei ein Polynom R € K|[ty,.. .,tq,uy,. . ., u.| derart,
dass R(f1,- .-, f4,81,- - -»8) = 0 gilt. Fiir jeden Punkt p € V gilt dann auch
R(fi(p),...,fa(p),&1,...,8) =0in K[W]. Da gi,.. ., g. algebraisch unab-
héangig sind, folgt daraus, dass R(fi(p), .. ., fa(p), u1,...,u.) € Kluy,. .., ue]
das Nullpolynom ist. Ist also r, € K[t4,...,t4] der Koeffizient von u® in R,
dann gilt ro (f1(p), - . ., fa(p)) = Ofiiralle p € V und damit ro(fi,..., fz) =0
in K[V]. Da fi,..., fu algebraisch unabhingig sind, folgt r, = 0. Dies gilt
fiir alle Exponenten «, so dass R insgesamt das Nullpolynom ist.
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Damit ist dim(V x W) > d + e gezeigt. Da die Korpererweiterun-
gen K(V)/K(fi,...,fq) und K(W)/K(g1,. . .,8e) algebraisch sind, folgt aus
Prop. 2.4.2 andererseits, dass auch der Funktionenkorper K(V x W) algebra-
isch tiber K(f1,. .., f4,81,- - -»&e) ist. Damit folgt dim(V X W) < d +e. O

Fiir spéter halten wir noch den folgenden Satz fest:

2.8.11 Satz Jede irreduzible affine Varietit ist birational dquivalent zu
einer affinen Hyperfliche.

Beweis. Wir beschrinken uns im Beweis auf den Fall char(K) = 0. Es sei
K[y1,...,yn] € K[V]eine Noether-Normalisierung. Die Kérpererweiterung
K(V)/K(y1,...,yn) ist dann endlich und algebraisch. Weil K die Charakte-
ristik O hat, ist sie auerdem separabel und es greift der Satz vom primitiven
Element (Bosch [2], §3.6, Satz 12): Es gibt also ein Element y,,; € K(V)
mit K(V) = K(y1,- - -, Yn)(Yn+1), das eine irreduzible Polynomgleichung

d d-1
aqy,, *aa-1y,,, +--+ap=0

mit ag,...,aq € K(y1,...,y,) erfiillt. Bereinigen der Nenner liefert ein
irreduzibles Polynom f € K[ti,...,t,+1] mit f(y1,...,yu+1) = 0. Es gilt
dann K(V) = K(V(f)), so dass V nach Kor. 2.6.5 zur Hyperfliche V(f)
birational dquivalent ist.

Falls K positive Charakteristik hat, geht der Beweis im Prinzip genauso.

Man muss aber yy,...,y, in geschickter Weise so wihlen, dass die Kor-
pererweiterung K(V)/K(yy, .. .,yn) separabel ist. (Siehe dazu zum Beispiel
Hulek [8], §1.1.5.) O

2.8.12 Beispiel Wir betrachten die Varietit
C=V(x-xy-z22x>+y-2)c A’

Als erstes kann man sich iiberlegen, dass I = (x — xy — z%, x> + y — 2) ein
Primideal in K[x, y,z] (Ubung 2.8.1) und damit C irreduzibel ist.

Im Koordinatenring K[C] = K[x,y,z]/I ist 7 allein algebraisch unab-
héngig tiber K. Denn andernfalls wire I N K[z] # {0}. Es ist aber leicht
direkt zu sehen, dass z auf C unendlich viele Werte annimmt.

Tatséchlich ist C eine Kurve, also eindimensional. Denn die irreduzible
quadratische Fliche V = V(x — xy —z2) hat nach Prop. 2.8.3 die Dimension 2
und C ist echt in V enthalten (da x? + y — 2 nicht durch x — xy — z? teilbar ist).
Nach Satz 2.8.9 hat C damit hochstens die Dimension 1. Wére die Dimension
0, dann wire C endlich nach Prop. 2.8.2. Wie wir gerade bemerkt haben, ist
das nicht der Fall.

Nach Satz 2.8.11 ist C birational zu einer irreduziblen ebenen Kurve.
Wir bestimmen eine solche Kurve entlang der Methode im Beweis. Die
Korpererweiterung K(C)/K(z) wird von x und y erzeugt. In K(C) gilt al-
lerdings y = 2 — %2, also ist bereits X ein primitives Element. Einsetzen
in die Gleichung X — Xy — z° = 0 ergibt X — X — 7> = 0. Das Polynom
? —t—7* € K(Z)[r] ist irreduzibel und ist damit das Minimalpolynom von X
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iiber K(Z). Deshalb gilt K(C) = Quot(K[u,v]/(f)) mit f = u> —u —v?, was
zeigt, dass C birational zur ebenen Kubik V(f) c AZ ist.

Im ersten Kapitel haben wir auch gezeigt, dass diese ebene Kubik nicht
rational ist, sofern char(K) # 2 gilt (Satz 1.0.5). Nebenbei haben wir also
auch bewiesen, dass die Raumkurve C keine rationale Kurve ist, im Unter-
schied etwa zur verdrehten Kubik V(y — x2,z — x%). O

Wir erwidhnen noch kurz eine geometrische Interpretation der Noether-
Normalisierung. Ist V eine affine Varietiat mit Koordinatenring K[V] und ist
K[y1,...,ya] € K[V] eine Noether-Normalisierung, dann konnen wir die
Inklusion der beiden Ringe als K-Homomorphismus auffassen. Dazu gehort
dann ein Morphismus V — A4 nimlich

e: Vo AL ps (i) ... ya(p)).

Die Tatsache, dass K[V] ein endlicher Modul iiber dem Teilring K[y, . . ., y4l
ist, impliziert, dass ¢ surjektiv ist und endliche Fasern besitzt, das heif3t
fiir jedes ¢ € A? besteht ¢~ '({¢}) aus endlich vielen Punkten; vgl. auch
Beispiel 2.8.1. Die Endlichkeit der Fasern zeigen wir in den Ubungen (2.8.4
und 2.8.4); fiir die Surjektivitit siche etwa Shafarevich [14], Kap. I, §5.3.

Die wichtigsten Eigenschaften der Dimension affiner Varietiten als Tran-
szendenzgrad des Funktionenkdrpers haben wir damit etabliert. Es gibt aber
noch eine ganz andere Charakterisierung der Dimension, die oft hilfreicher
ist, als die iiber den Transzendenzgrad.

2.8.13 Satz Es seiV eine affine Varietit, V # 0. Die Dimension von V ist
die grofite Zahl d € Ny, fiir die eine Kette
0CVWCViC---CVycCV

-
von irreduziblen abgeschlossenen Untervarietdiiten von V existiert.

Beweis. Gegeben eine solche Kette, dann gilt nach Satz 2.8.9 dim(V;) > i
firi =0,...,d, also dim(V) > d. Fiir die umgekehrte Ungleichung miis-
sen wir zeigen, dass in V eine Kette der Linge dim(V) von irreduziblen
abgeschlossenen Untervarietiiten existiert. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass
V eine irreduzible abgeschlossene Untervarietit der Dimension dim(V) — 1
enthilt, dann folgt der allgemeine Fall per Induktion. Betrachte dazu ei-
ne Noether-Normalisierung K[yi,...,yqs] € K[V], wobei d = dim(V) gilt,
nach Lemma 2.8.7. Setze W = V(y4), dann ist K[yy,. .., ys—1 | eine Noether-
Normalisierung von K[W]. Denn wegen y; = 0 folgt direkt, dass K[W] ein
endlicher Modul iiber K[y1,...,y4-1] ist. Ist auBerdem R € K[t1,...,14-1]
mit R(y1,...,¥4-1) = 0 in K[W], dann folgt R(yi,...,yq4-1) € Z(W) =
\/@ nach dem Nullstellensatz, was R = 0 impliziert, da yi,.. .,y alge-
braisch unabhéngig sind. Nach Lemma 2.8.7 folgt dim(W) = d — 1. Also
besitzt W eine irreduzible Komponente der Dimension d — 1. O

Mit dieser Charakterisierung der Dimension kdnnen wir beispielsweise
die folgende Aussage beweisen, die Umkehrung von Prop. 2.8.3 fiir Varieté-
ten mit faktoriellem Koordinatenring, wie etwa den affinen Raum.
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2.8.14 Korollar Es seiV eine irreduzible affine Varietit. Falls K[V] ein
faktorieller Ring ist und Z C 'V eine irreduzible abgeschlossene Untervarie-
tit mit dim(Z) = dim(V) — 1, dann gibt es h € K[V] mit Z = V(h).

Beweis. Es sei g € Z(Z), g # 0. Da Z(Z) prim ist, enthilt es einen der
irreduziblen Faktoren von g, etwa h. Da K[V] faktoriell ist, ist das Hauptideal
(h) prim und V(h) damit irreduzibel. Nun gilt {0} C (k) c Z(Z), also
Z c V(h) € V. Wegen dim(Z) = dim(V) — 1 folgt daraus Z = V(h). O

Einer Kette 0 C Vo C Vi € --- C V4 = V von irreduziblen abgeschlos-
senen Untervarietiten wie in Satz 2.8.13 entspricht eine umgedrehte Kette
K[V] 2 Z(Vo) 2 Z(V}) 2 --- 2 Z(Vy4) = {0} von Primidealen in K[V].
Solche Primidealketten in Ringen kann man mit algebraischen Methoden
untersuchen und damit fiir bestimmte Klassen von Ringen eine verniinf-
tige Dimensionstheorie bekommen. Das tiberlassen wir der Literatur iiber
kommutative Algebra (siehe dazu aber Bemerkung 2.9.8).

Ubungen

Ubung 2.8.1 Zeigen Sie, dass das Ideal (x —xy -2t +y- 2) in K[x,y,z] aus
Beispiel 2.8.12 ein Primideal ist.

Ubung 2.8.2 Bestimmen Sie die irreduziblen Komponenten von V = V(xz — yz, y—
z2) ¢ A3 und ihre Dimension. Was konnen Sie iiber die Varietiit V noch sagen?

Ubung 2.8.3 Zeigen Sie: Ist ¢: X — Y ein Morphismus affiner Varietiten, dann gilt
dim(¢(X)) < dim(X).

Ubung 2.8.4 Ein Morphismus ¢: V — W zwischen affinen Varietiten heiBt endlich,
wenn K[V] iiber dem Teilring " (K[W]) ein endlicher Modul ist.

(a) Zeigen Sie, dass ein endlicher Morphismus endliche Fasern besitzt, das heifit
tp‘l (y) ist eine endliche Menge fiir jedes y € W. (Vorschlag: Sei V c A" mit
Koordinaten xy, ..., x,. Wenden Sie Lemma 2.8.5 auf xp,...,X;) an.)

(b) Finden Sie ein Beispiel fiir einen Morphismus mit endlichen Fasern, der aber
nicht endlich ist.

(c) Setzen Sie die Aussage in (a) mit der Noether-Normalisierung in Beziehung.
Die letzten drei Aufgaben beinhalten einen alternativen Beweis des Nullstellensatzes.

Ubung 2.8.5 Es sei A ein Integrititsring und R C A ein Teilring. Beweisen Sie: Ist
A ein endlicher R-Modul, dann ist A genau dann ein Korper, wenn R ein Korper ist.

Ubung 2.8.6 Es sei L/F eine Korpererweiterung. Zeigen Sie: Falls L eine endlich
erzeugte F-Algebra ist, dann ist L/F endlich (und damit algebraisch). Hinweis:
Betrachten Sie eine Noether-Normalisierung von L iiber F.

Ubung 2.8.7 Verwenden Sie die vorangehende Aufgabe, um den schwachen Null-
stellensatz (Satz 2.1.6) zu beweisen. Hinweis: Jedes echte Ideal I C K[xy,...,x,]ist
in einem maximalen Ideal enthalten.
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2.9 Weitere Dimensionsaussagen

In Prop. 2.8.3 haben wir bereits bewiesen, dass Untervarietiten von A", die
durch eine einzige nicht-triviale Gleichung beschrieben sind, immer die Di-
mension n— 1 haben. Unser Ziel ist die folgende wichtige Verallgemeinerung
dieser Aussage, deren Beweis noch etwas Vorbereitung brauchen wird.

2.9.1 Satz Es seiV eine irreduzible affine Varietdt. Ist f € K[V] ungleich
0 und keine Einheit, dann hat V(f) C V die reine Dimension dim(V) — 1.

Fiir eine abgeschlossene Untervarietit W c V wird dim(V) — dim(W)
die Codimension von W in V genannt. Die Aussage des Satzes ist, dass eine
Untervarietdt V(f), die von einer Gleichung aus V ausgeschnitten wird, die
reine Codimension 1 hat.

Fiir V = A" ist das gerade Prop. 2.8.3. Wir folgen Mumford ([11], 1.§7),
der die Beweisidee John Tate zuschreibt, und fiihren den allgemeinen Fall
mit Hilfe der Noether-Normalisierung auf Prop. 2.8.3 zuriick. Wir brauchen
dazu noch ein einfaches Hilfsmittel aus der Korpertheorie.

Definition Es sei L/F eine endliche Korpererweiterung. Fiir @ € L ist
die Norm von « die Determinante der Multiplikation mit @, aufgefasst als
F-lineare Abbildung L — L, das heil3t

Npjr(a) =det(dy) mitde: L — L, x = ax.

Wir benétigen die folgenden Eigenschaften der Norm:

2.9.2 Proposition Sei L/F eine Korpererweiterung vom Grad n < .

(1) Fiir alle a,8 € L gilt Npjr(a@f8) = Npjp(@) - Npjr(B).

(2) Fiira € F gilt Ny jp(a) = a".

(3) Ist uy € F[t] das Minimalpolynom von « € L iiber F und ist d =
deg(ua), dann gilt Npjr(@) = (=1)" - o (0)4.

Beweis. (1) ist klar, da die Determinante multiplikativ ist. (2) folgt aus (3)
oder direkt, denn die Multiplikation mit @ wird durch die Diagonalmatrix
a - I, dargestellt. (3) Die Korpererweiterung L/F(«) hat den Grad m = n/d.
Wenn wir eine Basis i,...,8, von L iiber F(a) wihlen, dann bilden die
Produkte aiﬁj firi =0,...,d—-1,j =1,...,m eine Basis von L iiber F.
Die darstellende Matrix von A, in dieser Basis hat eine Blockstruktur aus m
identischen Blocken, und eine direkte Rechnung zeigt, dass jeder Block die
Determinante (—1)? - 11,,(0) hat (Ubung 2.9.1). O

2.9.3 Lemma Es sei A ein Integrititsring und R C A ein faktorieller
Teilring, tiber dem A ein endlicher R-Modul ist. Fiir jedes x € A hat das
Minimalpolynom von x iiber Quot(R) Koeffizienten aus R.

Beweis. Es sei x € A und sei F' = Quot(R). Nach Lemma 2.8.5 ist x Null-
stelle eines normierten Polynoms f € R[t]. Wir konnen ohne Einschrinkung
annehmen, dass f irreduzibel in R[f] ist, indem wir falls notig einen Fak-
tor von f auswihlen, der in x verschwindet. Sei andererseits g € F[f] das
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2 Affine Geometrie

(normierte) Minimalpolynom von x iiber F, dann gilt g| f in F[x]. Aber da
f irreduzibel und R faktoriell ist, ist f auch irreduzibel in F[x], nach dem
GaufB3schen Lemma (A.2.6). Es folgt f = g und damit die Behauptung. [

Beweis von Satz 2.9.1. Es sei f € K[V], f # 0, und keine Einheit (sonst
ist V(f) = 0). Das Verschwindungsideal von V(f) in K[V] ist 4/(f). Wir
reduzieren zunéchst auf den Fall, dass dieses Ideal prim ist, V(f) also irre-
duzibel. Sind ndmlich W1y,. .., W; die irreduziblen Komponenten von V(f),
so dass \/F = Z(Wy) N ---Z(Wy), dann wihlen wir g,...,gx € K[V]
mit g; € Zy(W;) \ Zy(W7). Wir konnen die Komponenten W, . .., Wy los-
werden, indem wir K[V] nach dem Produkt g = g5 - - - g lokalisieren: Wir
bilden K[V][g~'] = K[V][y]/(yg — 1) (siche auch Ubung 2.7.3). Der Ring
K[V][g~"]ist dann gerade der Koordinatenring der Varietit V' = V(yg—1) C
V x Al. Im Ring K[V][g~!] entsprechen die Primideale, die \/m enthal-
ten, nach Prop. 2.7.3 den Primidealen von K[V], die \/(f_) enthalten und
die multiplikative Menge {1,g,g>,...,} nicht schneiden, und alle solchen
Ideale enthalten Z(W). Wir ersetzen nun V durch V’, wobei die beteiligten
Dimensionen gleich bleiben, und erreichen so k = 1.

Wir kénnen also annehmen, dass P = +/(f) ein Primideal ist. Es sei
nun R = K[yy,...,y4] € K[V] eine Noether-Normalisierung, wobei d =
dim(V), und sei F = Quot(R) = K(y1,...,yq). Dann ist K(V)/F eine endli-
che Kérpererweiterung. Setze fy = Nk(v)/r(f). Wir behaupten, dass dann

PNR=+(fo)

gilt. Daraus folgt die Aussage des Satzes: Die Ringerweiterung R c K[V]
induziert eine Erweiterung R/(P N R) c K[V]/P der Restklassenringe.
Diese ist endlich als Modul, also ist die Erweiterung der Quotientenkdrper
algebraisch nach Lemma 2.8.5. Daraus folgt dim(V(f)) = dim(V(P)) =
dim(V(P N R)). Fiir P N R im Polynomring R ist die Sache aber klar: Es gilt
dim(V(P N R)) = dim(V(fy)) = d — 1 nach Prop. 2.8.3.

UnPNR= \/(f_()) zu beweisen, zeigen wir als erstes fy € P N R. Das
Element f € K(V) hat ein Minimalpolynom u iiber dem Korper F, etwa
u(t) = 1" + ap_1' + -+ + ap mit ¢; € F. Dann ist f; eine Potenz von ay,
etwa fo = a' (nach Prop. 2.9.2(3)). AuBerdem liegen die a; tatsdchlich in
R, nach Lemma 2.9.3. Wir multiplizieren u(f) = 0 mit ag"l und erhalten

f- (agl_lf"_l + czf]”_la,,_lf"_2 4o+ a(’)"_]al) +f=0

woraus wegen f € P auch fy € P folgt, und damit /(fp) € PN R.
Sei umgekehrt g € P N R, dann gibt es also k € N und 7 € K[V] mit
g¥ = f - h. Anwenden der Norm zeigt

EEVEFL = Ny 1(85) = fo - Nrovyye(h) € (fo)

denn es gilt Ng(v)/r(h) € R nach Prop. 2.9.2(3) und wiederum Lemma
2.9.3. Es folgt g € 4/(fp) und die Behauptung ist bewiesen. O
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2.9.4 Korollar Es sei V eine irreduzible affine Varietiit. Jede maximale
Kette 0 C Vo C Vi € --- C V, = V von irreduziblen abgeschlossenen
Untervarietdten von V hat die Linge m = dim(V).

Beweis. Das beweisen wir durch Induktion nach d = dim(V). Fiir d = 0 ist
die Behauptung klar, da V dann ein Punkt ist und es daher nur eine einzige
maximale Kette gibt. Esseid > Oundsei® C Vo &V} € --- C V,, = Veine
maximale Kette von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen. Dann ist Vj
ein Punkt und wegen d > 0 muss m > 1 gelten. Es gibt dann f € Zy (V,,,—1),
f # 0,und ein solches f kann keine Einheit in K[V] sein, daes auf V,,_; # 0
verschwindet. Da V,,,_; irreduzibel ist und f darauf verschwindet, muss es
eine irreduzible Komponente Z von V(f) mit V,,,-; € Z geben. Aufgrund
der Maximalitét der Kette muss dann sogar V,,,_; = Z gelten. Wir haben also
0 VTV C---CV,_ =Z.Nach Satz 2.9.1 hat Z die Dimension d — 1
und nach Induktionsvoraussetzung folgt d — 1 = m — 1, also d = m. O

Durch induktive Anwendung von Satz 2.9.1 bekommt man folgende Aussage.

2.9.5 Korollar SeiV eine irreduzible affine Varietiit und seien fi,. .., f, €
K[V]. Dann hat jede irreduzible Komponente von V(fi,. .., f,) hochstens
die Codimension r.

Beweis. Der Fall r = 1 folgt aus Satz 2.9.1. Ist r > 2 und W eine irreduzible
Komponente von V(fi,. . ., fr—1), dann hat W nach Induktionsvoraussetzung
hochstens die Codimension r— 1. Ist f, eingeschrankt auf W nicht O und keine
Einheit in K[W], dann hat jede irreduzible Komponente von V(f,.) N W die
Dimension dim(W) — 1 nach Satz 2.9.1 und damit Codimension hochstens r
inV.Ist f, = 0in K[W], dann ist V(f,)NW = W und die Codimension damit
sogar hochstens r — 1. Ist f, eine Einheit in K[W], dann ist V(f,) "W = 0,
so dass W zu V(fi, . . ., f) nichts beisteuert. O

Gleichheit kann hier fiir » > 2 schon deshalb nicht immer gelten, weil
wir fi = f> nicht verboten haben. Der Beweis suggeriert aber auch schon,
welche anderen Fille auftreten konnen, wie etwa in folgendem Beispiel.

2.9.6 Beispiel Die Raumkurve C = {(£’,t*,¢’) | t € K} aus Beispiel
2.1.5(2) wird durch drei Gleichungen beschrieben, ndmlich C = V(fi, f, f3)
mit fi = y> —xz, p = x2y — 22, f3 = x> — yz. In der Kette 0 c CC
V(fi, ) € V(fi) € A? kann die Dimension nicht in jedem Schritt sinken
(sonst wire A3 ja vierdimensional). Tatsichlich hat V( fi, f>) die Dimension 1
und ist die Vereinigung von C und der Geraden V(y, z). Die Hinzunahme von
3 beseitigt nur diese Gerade, ohne aber die Dimension zu veridndern. O

Von Kor. 2.9.5 gilt in gewisser Weise auch die Umkehrung:

2.9.7 Korollar Es sei V eine irreduzible affine Varietit und W c 'V
eine irreduzible abgeschlossene Untervarietit der Codimension r. Dann
gibt es fi,..., [, € K[V] derart, dass W eine irreduzible Komponente von

V(fis. . ) ist.
Beweis. Ubung 2.9.2. O
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Es stellt sich die naheliegende Frage, ob jede irreduzible abgeschlossene
Untervarietit der Codimension r immer durch r Gleichungen beschrieben
wird, ob man in Kor. 2.9.7 also sogar W = V(fi,..., f) erreichen kann.
Im Allgemeinen ist das nicht der Fall, es ist aber nicht leicht, dafiir Bei-
spiele zu geben. Einfacher ist es zu zeigen, dass das Verschwindungsideal
Z(W) c K[V] von W im Allgemeinen nicht durch r Elemente erzeugt wer-
den kann (siehe Ubung 2.1.8). Auf diese Unterscheidung kommen wir in der
projektiven Geometrie (§3.4) noch einmal zuriick.

2.9.8 Bemerkung Wir diskutieren noch kurz die Frage, inwieweit sich die Aussa-
gen in diesem Abschnitt auf beliebige noethersche Ringe iibertragen. Die Krull-
Dimension dim(R) eines Rings R ist die maximale Linge d einer Kette Py C
--+ C Py C R von Primidealen in R. (Selbst noethersche Ringe konnen allerdings
unendliche Dimension haben.) Die Hohe ht(P) eines Primideals P von R ist die
maximale Linge einer solchen Kette mit P; = P. Fiir ein Element f € R sagt der
Krull’sche Hauptidealsatz, dass jedes Primideal, welches minimal ist mit der Ei-
genschaft f € P, hochstens die Hohe 1 hat. Dieser Satz gilt in jedem noetherschen
Ring und lésst sich entsprechend auch rein ringtheoretisch beweisen.

Ist V eine irreduzible affine Varietit, dann folgt Satz 2.9.1 aus dem Krull’schen
Hauptidealsatz fir R = K[V], wenn man zusitzlich weil, dass die Hohe eines
Primideals P ¢ K[V] mit der Codimension von V(P) in V iibereinstimmt. Das
bedeutet gerade die Gleichheit

ht(P) + dim(R/P) = dim(R)

die fiir R = K[V] (bzw. jede nullteilerfreie endlich erzeugte K-Algebra) leicht aus
Kor. 2.9.4 folgt. Diese Aussage stimmt nicht in allen noetherschen Integritétsringen.
Ebensowenig gilt das Analogon von Kor. 2.9.4: Im allgemeinen kann es maximale
Primidealketten unterschiedlicher Linge geben (siche Ubung 2.9.3 fiir ein Beispiel).

Ubungen

Ubung 2.9.1 Vervollstindigen Sie den Beweis von Prop. 2.9.2.

Ubung 2.9.2 Beweisen Sie die folgende verschirfte Form von Kor. 2.9.5: Sei V
eine irreduzible affine Varietit und Z = Z, C --- C Zp C Z; eine Kette von
irreduziblen abgeschlossenen Untervarietiten mit codimy (Z;) = i. Dann gibt es
fis---» fr € K[V] derart, dass Z; eine irreduzible Komponente von V(fi,. .., f;) ist
und alle Komponenten von V(fi,. . ., f;) die Codimension i haben.

(Hinweis: Fiihren Sie Induktion nach i. An einer Stelle brauchen Sie vermutlich
Ubung 2.3.8.)

Ubung 2.9.3 Sei m = {f € K[¢] | £(0) =0} und K[t] = {f/g € K(?) | g(0) # 0}
die Lokalisierung von K[¢] im Nullpunkt. Es sei R = K|[t]m[x] der Polynomring in
einer Variablen x iiber K[t]y. Zeigen Sie, dass

0 S ™S @Ex) ud (0) S (x—1)

zwei maximale Ketten von Primidealen unterschiedlicher Léinge in R sind.
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2.10 Tangentialraum und Singularititen

Der Tangentialraum an eine Varietit verallgemeinert das Konzept der Tan-
gente an eine ebene Kurve aus dem ersten Kapitel.

Definition Es sei f € K[xi,...,x,] ein irreduzibles Polynom und V =
V(f) die dadurch bestimmte Hyperfliche. Ein Punkt p € V ist regulir,
wenn der Gradient V f(p) nicht der Nullvektor ist. Der Tangentialraum an
V in einem regulédren Punkt p ist die Hyperebene

(Vfp)' = {v eK" | Zvi%(p) = 0}.
i=1 L

Tangentialraum an eine Sphire

2.10.1 Beispiel Wir betrachten die Fliche
S=V(Q2xyz—-x*-y*—z2+1) c A’

die sogenannte Cayley-Kubik. Der Gradient (2yz — 2x,2xz — 2y, 2xy — 22)
verschwindet genau in den vier Punkten

(1,1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,1)

(siche Abb. 2.2). In diesen Punkten ist der Tangentialraum also der ganze
Raum K3. In den iibri gen Punkten ist der Tangentialraum die Ebene, auf der
der Gradient senkrecht steht. O

Definition Es sei V C A" eine affine Varietit mit Verschwindungsideal
Z(V) c K[xy,...,x,]. Fir v € K", betrachten wir den Richtungsableitungs-

Operator
S0
D, = i—-

Der Tangentialraum an V in einem Punkt p € V ist der lineare Raum

T,(V) = {v € K" | D, f(p) = Ofiir alle f € Z(V)}.
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B

Abb. 2.2: Die Caley-Kubik mit vier singuldren Punkten

Aus der Linearitit der Ableitung istklar, dass 7,,(V) ein linearer Raum ist,
ein Untervektorraum des Raums 7,,(A") = K" aller Richtungsableitungen.
Fiir eine Hyperfliche V = V(f), mit f reduziert, stimmt diese Definition
wegen Z(V) = (f) mit der vorigen iiberein (nach der Produktregel):

T,(v) = {v € K" | Du(/)(p) = 0} = {veK"| 9Ly =o}
i=1
= (Vi)™

Per Definition geht der Tangentialraum durch den Ursprung. Wenn wir statt-
dessen den Punkt p zum Aufpunkt machen wollen, dann betrachten wir den
affinen Tangentialraum p + 7,,(V) (wie oben im Bild). Fiir die Hyperfliche
V = V(f) bedeutet das explizit

p+Tp(V) = {V €eK"| Z %(P)'(Vi -pi)= 0},
i=1 L

genauso wie fiir ebene Kurven im ersten Kapitel.
Als nichstes verallgemeinern wir die Beschreibung iiber den Gradienten
auf Varietiten, die durch mehrere Gleichungen beschrieben sind.

2.10.2 Proposition Es sei V C A" eine affine Varietdt. Seien fi,. .., fr €
K[xi,...,x,]| Erzeuger des Ideals Z(V) und sei J die £ X n-Matrix mit
Eintrdgen

Jij = (0 i/ 0x;).
Dann ist T, (V) der Kern von J(p), fiir jeden Punktp € V.
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Beweis. Gegeben f € Z(V), schreibe f = Z§=1 g; f;j- Dann gilt

DD = D D)D)

nach der Produktregel und wegen f;(p) = 0. Ist also v im Kern von J(p), so
folgt Du(f)(p) = T &/ (p) (i) vi(8£;/0x:)(p)) = 0. Also enthiilt T,(V)
den Kern von J(p). Ist umgekehrt v € T,,(V), so gilt D,(f;)(p) = O fiir alle
j=1,...,£und damit v € Kern(J(p)). O

2.10.3 Beispiel Wir betrachten die Raumkurve C = {(£3,t*,) |t € K} =
V(D) mit I = (y? - xz,x%y — 2%, x> — yz) aus Beispiel 2.1.5(2). Das Ideal /
ist prim, so dass Z(C) = I gilt. Die zugehdrige Jacobi-Matrix ist

-z 2y —x
J=2xy x* -2z|.
3x2 -z -y

Uber die Parametrisierung konnen wir J leicht auswerten und bekommen

-2 2t -1
Je, =22t P 2.
3 -2 ¢

Fiir t = O ist das die Nullmatrix und der Tangentialraum damit dreidimensio-
nal. Fiir r # 0 hat diese Matrix dagegen immer den Rang 2 und der Tangenti-
alraum ist dann eindimensional, namlich T(ts’tz;’,s)(C )=K- (3t2, 43, 5t4). O

Die Definition des Tangentialraums iiber Richtungsableitungen hingt
zunichst an der gewihlten Einbettung der Varietit und ist technisch nicht
immer bequem. Um diese Probleme zu beheben, verwenden wir eine ab-
straktere Beschreibung des Tangentialraums. Dazu bemerken wir, dass die
Zuordnung (f,v) +— D, (f) sowohl in f als auch in v linear und damit bi-
linear ist. Um sie besser zu verstehen, brauchen wir etwas lineare Algebra:
Seien A und B zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume und sei

a: AXB—> K

eine bilineare Abbildung. Fiir festes v € A ist dann a(v,-): B — K, w —
a(v,w) eine lineare Abbildung und entsprechend a(—,w): A — K fiirw € B.
Dadurch induziert a die beiden linearen Abbildungen

B — A"

A - B
“ w B al-w)

v oo ao) und @ {
(Dabei bezeichnet V* = Hom(V, K) den Dualraum eines K-Vektorraums V.)
Wenn «@; und @, injektiv sind, dann sind sie auch surjektiv. Denn ist a;
injektiv, so impliziert das dim(A) < dim(B*) = dim(B) und umgekehrt fiir
@3, also dim(A) = dim(B). Damit sind @ und @, injektive lineare Abbildun-
gen zwischen Vektorrdumen der gleichen endlichen Dimension und damit
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Isomorphismen. In diesem Fall wird « eine perfekte Paarung genannt. Wir
brauchen gleich die folgende Hilfsaussage.

2.10.4 Lemma Es sei a: AX B — K eine perfekte Paarung zwischen
endlichdimensionalen K-Vektorrdumen. Ist A’ C A ein linearer Unterraum
und B’ = {b € B | a(a,b) = 0 fiir alle a € A’}, dann ist auch

a: (AJAYx B’, (a+ A’,b) — a(a,b)

eine perfekte Paarung.

Beweis. Fir a € A’ und b € B’ ist a(a,b) = 0 nach Definition von B’.
Daraus folgt, dass @ wie angegeben iiberhaupt wohldefiniert ist. AuBerdem
ist @ offensichtlich bilinear. Wir miissen zeigen, dass @ perfektist. Seib € B’,
b # 0. Da «a perfekt ist, gibt es dann a € A mit a(a,b) # 0. Also ist auch
a(a + A’,b) # 0, was zeigt, dass @, injektiv ist.

Um die Injektivitit auf der anderen Seite zu beweisen, wihlen wir eine
Basis ay,...,a, von A derart, dass a,,11,...,d, eine Basis von A’ ist und
damit a; + A’,...,a,, + A’ eine Basis von A/A’. Da « perfekt ist, existiert
dazu eine Dualbasis beziiglich @ in B, das heifit es gibt by,...,b, € B
mit a(a;, bj) = 6;;. Dann wird B” von by, ..., b, aufgespannt. Ist nun a =
2ty Aia; mit etwa A; # 0, so folgt a(a + A’,bj) = Aja(aj,bj) = A; # 0.
Dies zeigt, dass @ injektiv ist und die Behauptung ist bewiesen. O

Das alles wenden wir jetzt auf unsere Situation an, beginnend mit dem
folgenden Lemma.

2.10.5 Lemma Seip = (ai,...,an) und m;, = (x; —ai,..., X, —ay) C
K[x1,...,x,] das maximale Ideal zum Punkt p. Fiir f € my, sind dquivalent:
(1) Fiirallev € T,(A") = K" ist D, (f)(p) = 0.
(2) Es gilt f € m?.

Beweis. Im wesentlichen folgt das aus der Taylor-Formel: Nach einer Trans-
lation konnen wir der Einfachheit halber p = (0,...,0) annehmen. Dann
gilt f € mIZ, genau dann, wenn f keinen konstanten und keinen linea-
ren Anteil besitzt. Aus f € mf, folgt deshalb sofort D, f(p) = O fiir alle
v € K", nach der Produktregel. Ist umgekehrt f € m, \mlz,, dann hat f die
Form f = X!, ¢;x;+Terme hoherer Ordnung, mit etwa ¢; # 0. Dann ist
De,(f)(p) = ¢; # 0, was die andere Implikation beweist. O

2.10.6 Satz Es sei V C A" eine affine Varietit, p € V ein Punkt und
my p = {f € K[V]| f(p) = 0} das zugehorige maximale ldeal von K[V].
Dann ist durch

(my /5, ) X Tp(V), (f +m3, ,,v) = Dy f(p)

eine perfekte Paarung gegeben. Diese induziert einen Isomorphismus
T,(V) = (my p/my )"

von K-Vektorrdumen.
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Beweis. Fir f € m‘z,’p und v € T,(V) gilt D, f(p) = 0 nach der Pro-
duktregel. Die angegebene Abbildung ist deshalb wohldefiniert. Nach den
iiblichen Ableitungsregeln ist sie auBlerdem bilinear. Man beachte auch,
dass my ,/ m%,’p ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist, ndmlich auf-
gespannt von (x; — x;(p)) + m‘z,’p (firi =1,...,n).

Sei nun zunichst V = A", dann schreiben wir m,, fiir ma» , und

a(f +mz,v) = Dy f(p)

fiir die angegebene Paarung. Fiir f € m,, ist a(f + mi, v) = Ofiirallev € K"
genau dann, wenn f € m,z7 gilt, nach Lemma 2.10.5. Das zeigt, dass @
injektiv ist. Ist umgekehrt v € K \ {0}, etwa v = (cy,...,c,) mit ¢; # 0,
dann gilt a(x; — x;(p) + m7,v) = ¢; # 0. Also ist auch e injektiv und damit
a eine perfekte Paarung.

Sei nun V beliebig. Wir wenden Lemma 2.10.4 auf den Unterraum A’ =
Zw) + mlz7 von m,, / mlzj an. Nach Definition des Tangentialraums ist dann
B’ = T,(V), mit B’ wie in 2.10.4. AuBerdem ist A/A” = my /m‘z,’p. Damit
folgt die Behauptung aus dem Lemma.

Statt im Koordinatenring der affinen Varietit V konnen wir das Gleiche
auch im lokalen Ring Oy ;, machen, ohne dass sich an der Aussage etwas
dndert. Das entspricht der geometrischen Tatsache, dass der Tangentialraum
durch die lokale Geometrie von V im Punkt p bestimmt ist. Dazu brauchen
wir noch etwas kommutative Algebra.

2.10.7 Lemma Ist R ein Ring und m ein maximales Ideal von R, dann
induziert die Lokalisierung R — R, einen Isomorphismus von R-Moduln

m/m? = (mRy)/(M>Ry).

Beweis. Das maximale Ideal m von R ist das einzige Primideal von R, das
m? enthilt, wie man sich leicht iiberzeugt. Deshalb ist R/m? ein lokaler
Ring mit maximalem Ideal m/m?. Also wird jedes a € R mit a ¢ m in
R/m? eine Einheit, das heiBt es gibt b € R mit ab — 1 € m?. In R/m? hat
das Lokalisieren beziiglich m deshalb keinen Effekt mehr, was die Aussage
erklart.

Um das explizit nachzupriifen, betrachten wir den Ringhomomorphis-
mus ¢: R — Ry /1112Rm, der durch Komposition von Lokalisierung und
Restklassenabbildung entsteht. Der Kern von ¢ enthilt offenbar m?2. Ist um-
gekehrt x € m mit ¢(x) = 0, dann gibt es y € m?> und ¢ € R\ m mit
x = y/a. Wie gerade bemerkt existiert dazu ein b € R mit z = ab — 1 € m?.
Daraus folgt x = (ab — z)x = by — zx € m?. Also induziert ¢ eine Injektion
@ m/m? - (MRy)/(M2Ry,). o

Die Surjektivitit von @ folgt ganz dhnlich: Ist y/a € (mRy,)/(m>Ry,) fiir
y € wld a ¢ m, dann \xﬂhlen wir wieder b € R mit z = ab — 1 € m2. Es
folgt y/a = yb—yz/a = yb = ¢(yb). O

2.10.8 Korollar Es seiV C A" eine affine Varietiit und p € V ein Punkt.
Sei Ov j, der lokale Ring von V im Punkt p und my ), sein maximales Ideal.
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Dann induziert die Paarung aus Satz 2.10.6 einen Isomorphismus von K-
Vektorrdumen

T,(V) = (my p/my, )"

Beweis. Per Definition gilt Oy , = K[V]w, ,. Damit folgt die Behauptung
aus Satz 2.10.6 zusammen mit dem vorangehenden Lemma. O

Als nichstes unterscheiden wir die Punkte einer Varietit, in denen sich
der Tangentialraum geometrisch korrekt verhilt von solchen, in denen das
nicht der Fall ist, ganz analog zum Fall von Hyperflichen.

Definition Es sei V eine irreduzible affine Varietit und p € V ein Punkt.
Der Punkt p heif3t regulir (oder glatt), wenn

dim(T},(V)) = dim(V)

gilt. Besitzt V mehrere irreduzible Komponenten, dann heifit ein Punkt p € V
reguldr, wenn p nur in einer einzigen irreduziblen Komponenten von V
enthalten ist und auf dieser regulir ist.

Ein Punkt von V, der nicht regulir ist, heifit ein singularer Punkt oder
eine Singularitét. Ist p € V ein reguldrer Punkt, dann heifit auch V regulér
im Punkt p. Die Varietit V heiflt insgesamt reguldr, wenn sie in jedem ihrer
Punkte regulér ist. Die Menge aller regulédren (bzw. aller singulédren) Punkte
von V heiBit der reguliire Ort (bzw. der singulére Ort) und wird mit Vieg
bezeichnet (bzw. mit Vgine).

2.10.9 Beispiele Auf der parametrischen Kurve C = {(3,1*,1°) | t € K}
in A3 ist der Nullpunkt (0,0,0) € C eine Singularitit, wihrend alle anderen
Punkte von C regulér sind (vgl. Beispiel 2.10.3). Dagegen ist die verdrehte
Kubik {(z,12,£%) | t € K} insgesamt regulr. O

Aus der algebraischen Beschreibung von Regularitit in Satz 2.10.6 ist
klar, dass sich Regularitit unter Isomorphismen iibertrdgt: Sind V und W
zwei affine Varietdten und ist ¢ : V — W ein Isomorphismus, dannist p € V
genau dann ein regulédrer Punkt, wenn ¢(p) € W ein reguldrer Punkt ist.

2.10.10 Satz In jeder affinen Varietit ist der reguldire Ort offen und dicht.
Insbesondere besitzt jede Varietdt einen reguldren Punkt.

Beweis. EsseiV eine affine Varietit. Zunichst bemerken wir, dass die Menge
der Punkte von V, die nur in einer einzigen irreduziblen Komponenten von
V enthalten sind, offen und dicht in V ist (Ubung 2.10.3). Deshalb kénnen
wir fiir den Beweis ohne Einschriankung annehmen, dass V irreduzibel ist.

Wir zeigen die Behauptung nun zunéchst fiir eine irreduzible affine Hy-
perflache. Es sei f € K[xy,. .., x,]irreduzibel und V = V(f). Per Definition
sind die singuldren Punkte genau die Punkte von V, in denen der Gradient
V f verschwindet. Es gilt also

Viing = V(f,0f/0x1,....0f[0xp).

Das ist eine abgeschlossene Untervarietit von V, also ist Vieg = V \ Viing
offen. Wir miissen nur noch zeigen, dass Vii,e # V gilt. Da das Polynom
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0 f/0x; in der Variablen x; kleineren Grad als f hat, kann es nicht durch f
teilbar sein, es sei denn, es ist (identisch) Null. In Charakteristik O geschieht
das genau dann, wenn die Variable x; in f nicht vorkommt. Da eine der
Variablen x,...,x, in f vorkommen muss, kann V f also nicht iiberall auf
V verschwinden. Falls char(K) = p > 0, so gilt df/dx; = 0 genau dann,
wenn f ein Polynom in xf' ist. Wire dies fiir alle i = 1,...,n der Fall, dann
konnten wir aus jedem Koeffizienten von f die p-te Wurzel ziehen (da K
algebraisch abgeschlossen ist) und f = g? fiirein g € K[xy,...,x,] folgern,
im Widerspruch zur Irreduzibilitit von f. Damit ist die Behauptung im Fall
von affinen Hyperflachen bewiesen.

Wenn V keine Hyperfldche ist, dann ist V nach Satz 2.8.11 immerhin
birational zu einer Hyperflache. Indem wir die Beschreibung des Tangen-
tialraums durch lokale Ringe verwenden und Satz 2.7.11 anwenden, finden
wir dann auch in V eine offene dichte Teilmenge von reguldren Punkten.

Es bleibt zu zeigen, dass Vi, abgeschlossen ist. Es sei V C A" abge-
schlossen und irreduzibel mit Verschwindunsideal Z(V) = (fi,..., fr). Sei
J die Jacobi-Matrix mit Eintrigen (0f;/0x;). Ist d = dim(V), dann sind
die reguldren Punkte von V nach Prop. 2.10.2 genau die Punkte p € V,
in denen J(p) den Rang n — d hat. Da Ve, dicht in V ist, kann J(p) nie-
mals groBeren Rang als n — d haben. Denn angenommen es géibe p € V mit
Rang(J(p)) > n—d, dann gébe es einen Minor von J der GroBer > n—d+1,
der in p nicht verschwindet. Dann besitzt p aber eine offene Umgebung, in
der dieser Minor nicht verschwindet, im Widerspruch zur Dichtheit von Vieg.
Also ist die Menge der singuldren Punkte von V genau die Menge der Punkte
p € V,indenen J(p) kleineren Rang als n — d hat. Das ist die abgeschlossene
Menge von V, die durch das Verschwinden aller Minoren der Grofie n — d
gegeben ist. Diese Minoren definieren also den singuldren Ort. O

Der Beweis hat zusétzlich folgendes gezeigt:

2.10.11 Korollar (Jacobi-Kriterium) IstV eine irreduzible affine Variett
der Dimension d, dann gilt dim T, (V) > d fiir alle p € V, mit Gleichheit auf
der offenen dichten Menge Vie,.

Ist (V) = (fi,.. ., fr), dann ist der singuldire Ort Vyine die Untervarietdit
von 'V, die durch das Verschwinden aller (n — d)-Minoren der Jacobi-Matrix
von fi,..., fe, also der £ X n-Matrix J; j = (0 f; | 0x;), bestimmt ist. O

2.10.12 Bemerkung Die Menge aller Punkte einer Varietit V, die in mehr als einer
irreduziblen Komponenten liegen, ist per Defininition im singuldren Ort von V ent-
halten. Wir haben allerdings nicht gezeigt, dass man dies auch iiber die Dimension des
Tangentialraums bzw. liber das Jacobi-Kriterium ausdriicken kann. Fiir Hyperflachen
istdas klar: Istetwa f = fi f, mit f] und f> reduziert und ohne gemeinsame Faktoren,

und ist p € V(f1) N V(f3), dann folgt & (p) of (P)fz(P)+6f2(P)f1(P) 0 nach

der Produktregel. Dies zeigt V(f)sing = V( x 6x,, ).

Allgemeiner gilt: Ist V. c A" eine affine Varietit und p € V ein Punkt, der in
zwei verschiedenen irreduziblen Komponenten V| und V5> von V enthalten ist, dann
gilt dim(7,(V)) > max{dim(V;),dim(V»)}. Fiir den Beweis verwendet man iibli-
cherweise eine genauere algebraische Untersuchung von reguldren lokalen Ringen,
d.h. lokalen Ringen in reguldren Punkten; siehe etwa Shafarevich [14], 11.2, Thm. 6.
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Ubungen

Ubung 2.10.1 Bestimmen Sie den singuldren Ort der Steiner-Quartik
V(x?y? = 2% + 3 = xy2)
und plotten Sie das reelle Bild dieser Fléache.

Ubung 2.10.2 Finden Sie fiir jeden Grad d > 0 und jedes n € N ein Polynom f in
genau n Variablen vom Grad d derart, dass die Hyperfliche V(f) c A" regulér ist.

Ubung 2.10.3 Es sei V eine affine Varietiit. Zeigen Sie, dass die Menge der Punkte
von V, die in genau einer irreduziblen Komponenten von V enthalten sind, offen und
dichtin V ist.

Ubung 2.10.4 Es sei R ein Ring und m C R ein maximales Ideal mit Restklassen-
kérper K = R/m. Sei n € N. Zeigen Sie, dass das Ideal m” /m"*! in R/m"*! durch
(@ + m)(x + m"*1) = gx + m"*! fir a € R und x € m" zu einem K-Vektorraum
wird. Ist R noethersch, so ist dieser Raum endlichdimensional.

Ubung 2.10.5 Essei V c A" eine affine Varietiit. Zeigen Sie, dass die Menge
Ug={p eV | dim(T,(V)) < d}
fiir jedes d > 0 eine Zariski-oftene Teilmenge von V ist.

Ubung 2.10.6 Es sei K ein Korper und A eine m x n-Matrix mit Eintrigen in K. Fiir
jedes k mit 1 < k < min{m,n} ist ein k X k-Minor von A die Determinante einer
k X k-Matrix, die aus A durch Streichung von m — k Zeilen und n — k Spalten entsteht.

(a) Zeigen Sie (mit Aussagen aus der linearen Algebra): Es gilt Rang(A) < k — 1
genau dann, wenn alle k X k-Minoren von A verschwinden.

(b) Geben Sie den folgenden Aussagen einen prézisen Sinn: Die k X k-Minoren
von A sind Polynome in den Eintrdgen von A. Die Menge V der singulidren
(nicht-invertierbaren) n X n-Matrizen ist eine Hyperfliche im Raum A",

(c) Bestimmen Sie moglichst explizit den singuldren Ort der Hyperfliche V aus
Teil (b).

Ubung 2.10.7 (Diese Aufgabe setzt etwas Differentialgeometrie voraus.) Sei K = C.
Zeigen Sie, dass eine irreduzible affine Varietit V c A" genau dann regulir ist,
wenn V eine glatte Untermannigfaltigkeit von C" ist. (Hinweis: Satz iiber implizite
Funktionen)



KapriTEL 3

Projektive Geometrie

In der projektiven Geometrie wird der affine Raum durch Hinzufiigen von
Punkten »im Unendlichen«, die man als Schnittpunkte paralleler Geraden
verstehen kann, zum projektiven Raum erweitert. Viele geometrische Aus-
sagen werden dadurch einfacher, weil es weniger Ausnahmefille gibt. In der
Algebra entspricht das dem Ubergang von beliebigen Polynomgleichungen
zu homogenen Gleichungen. Auch das macht fiir die algebraische Theorie
vieles einfacher. Als erstes fiithren wir projektive Rdume ein und versuchen,
ein geometrisches Bild von ihnen zu entwerfen. Danach entwickeln wir die
Theorie der homogenen Polynomgleichungen.

3.1 Projektive Riaume

Wir beginnen mit dem Beispiel der reellen projektiven Ebene, um zu il-
lustrieren, wie das Hinzufiigen unendlich ferner Punkte funktioniert. Dazu
betten wir die affine Ebene R? in den dreidimensionalen Raum auf Hohe 1
ein, das heif3t, wir identifizieren sie mit dem affinen Unterraum

E = {(l,a1,a) € R? | (a1,a2) € R?}.

Durch jeden Punkt von E geht genau eine Ursprungsgerade in R, fiir a =
(1,a1,ay) € E nidmlich die Gerade Ra = {(t,taj,ta;) | t € R}. Umgekehrt
trifft jede Ursprungsgerade Ra ¢ R* mit Richtungsvektor a = (ag,a;,a»)
die Ebene E in genau einem Punkt, ndmlich (1,a;/ag,az/ao), es sei denn
natiirlich, es ist ay = 0, dann gibt es keinen Schnittpunkt.

Betrachten wir in E eine Folge von Punkten, die sich vom Punkt (1,0,0)
immer weiter entfernt, zum Beispiel a,, = (1,2n,n),en. Setze b, = (1/n)a, =
(1/m,2,1). Es gilt dann Ra,, = Rb,, und fiir wachsendes n konvergiert b,, ge-
gen den Vektor b = (0,2,1). Wie schon bemerkt gilt Rb N E = (. Die
Richtung b entspricht keinem Punkt von E, sondern einem Punkt, der in
Bezug auf E »im Unendlichen« liegt (siche Abb. 3.1).

Mit diesem Bild im Kopf sind wir jetzt bereit fiir den allgemeinen Fall.
Die folgende abstrakte Definition lehnt sich direkt an dieses Beispiel an.
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Abb. 3.1: Ursprungsgeraden schneiden die affine Ebene £

Es sei immer K ein Korper, der in diesem Abschnitt nicht unbedingt
algebraisch abgeschlossen zu sein braucht.

Definition SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Der projektive
Raum iiber V ist die Menge aller 1-dimensionalen Unterrdume von V und
wird mit PV bezeichnet. Die Elemente von PV heiflen die Punkte von
PV. Die Punkte des projektiven Raums sind also die Ursprungsgeraden des
Vektorraums. Die (projektive) Dimension von PV ist definiert als

dimPV = dim(V) — 1.

Der projektive Raum PK"*! hat also die Dimension n und wird kurz
mit P”K bezeichnet oder, bei fixiertem K, nur mit P”. Man nennt P" auch
einfach den n-dimensionalen projektiven Raum iiber K. Wie erwartet
heiBt P! die projektive Gerade, P> die projektive Ebene iiber K. Der 0-
dimensionale projektive Raum P” besteht nur aus einem einzigen Element
und wird daher als Punkt aufgefasst. Per Definition ist auBerdem P{0} = 0
und dimP{0} = —1.

Wir iibertragen nun einige Aussagen der linearen Algebra in diese Si-
tuation. Ist V ein Vektorraum und U C V ein linearer Unterraum, so ist
PU c PV ein projektiver Unterrraum von PV. Projektive Unterrdume der
Dimension 1 heilen Geraden, der Dimension 2 Ebenen, der Dimension
dim PV — 1 Hyperebenen.

Sind U; und U, Unterrdume von V und ist L; = PU, L, = PU,, dann ist
LiL, =P(U; + Uy),
der Verbindungsraum von L; und L,. Aulerdem gilt offenbar
Li N L, = P(U; N Us).

Aus der Definition der projektiven Dimension und der Dimensionsformel
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fiir lineare Unterrdaume erhdlt man sofort die projektive Dimensionsformel
dimLL; =dimL; +dim L; — dim(L1 N Lg).

3.1.1 Beispiel Zwei verschiedene Geraden in P? schneiden sich in genau
einem Punkt. Es gibt also keine parallelen Geraden in P?. Zwei Geraden L,
und L, in P? heifen windschief, falls L; N L, = 0. Der Verbindungsraum
hat dann die Dimension dim L; L, = 1 + 1 — (=1) = 3. Also spannen L; und
L, den ganzen Raum auf. Wenn L; und L; einen Schnittpunkt haben, dann
liegen sie in einer gemeinsamen Ebene, und es gilt dim L; L, = 1 +1-0 = 2.

Ein Punkt von PV, also ein 1-dimensionaler Unterraum von V, wird von
einem Vektor a # 0 aufgespannt. Wir schreiben kurz [a] = K - a. Es gilt
dann

[a] = [Av] fiir alle A € K*.

In P% schreiben wir [ay, . . .,a,] fiir den Punkt K - (a, . . .,a,). Es gilt dann
[Aaq,...,a,] = [ao,. . .,a,] firalle A € K*.

Ist p = [ag,...,ay], so heien die Zahlen ay,...,a,, die nur bis auf Ska-
lierung durch p bestimmt sind, die homogenen Koordinaten von p. Die
homogenen Koordinaten dndern sich also durch Skalierung, aber ob eine
Koordinate Null ist oder nicht, dndert sich dabei nicht. Weil fiir jeden Punkt
in P" mindestens eine homogene Koordinate ungleich O ist, ist jeder Punkt
in einer der Mengen

D; ={lao,...,an) €P" |a; #0}  (i=1,....,n)

enthalten. In D; konnen wir die Koordinate a; # 0 durch Division zu 1
machen, mit anderen Worten, es gilt

ap aj—1 aj+] an
lag,...,an]=|—,...,—, 1, yoo.,— |, fallsa; #0.
a; a; a; ai;

Zu jedem Punkt p € D; c P" existiert deshalb ein eindeutig bestimmter
Vektor (ag, . . .,di-1,di+1,...,a,) € K™ mit

p = [aO? .. ?ai—h ]sai+13 .. ,an]-
Da der i-te Eintrag dann also immer 1 ist, erhalten wir eine Bijektion

A" — Di
Pi:
(a09'"’ai—laai+17"'7an) = [Cl(),...,ai_l, 1’ai+l,'-',an]

zwischen dem affinen Raum A" und der Menge D;. Wir halten fest:

Der projektive Raum P" wird von n + 1
Kopien des affinen Raums A" iiberdeckt.

Wenn wir an Abbildung 3.1 denken, entsprechen die drei affinen Ebenen in
dieser Uberdeckung verschiedenen Wahlen der Ebene E (ndmlich xo = 1,
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x; = 1 oder x, = 1), mit der wir die Ursprungsgeraden in R® auffangen.

Fiir n = 1 gilt D; = {[x,1] | x € K} = A!. Das Komplement P' \ D,
besteht nur aus einem einzigen Punkt, ndmlich [1, 0]. Im Allgemeinen ist das
Komplement von D; eine Hyperebene in P", und zwar

H; =P"\ D; ={[ao,...,ai-1,0,ai+1,...,a,] € P"}
=P{a e K" |a; =0} =P\

Im Bezug auf den affinen Raum D; = A" heiflit H; dic Hyperebene im
Unendlichen. In Abbildung 3.1 entspricht Hy der Menge aller Ursprungsge-
raden, die die Ebene {xq = 1} in R? nicht schneiden, weil sie in der parallelen
Ebene {xg = 0} liegen. Geraden in der Ebene Dy entstehen als Schnitt von
Dy mit 2-dimensionalen Unterrdumen von R3. Genau dann sind die bei-
den Geraden parallel, wenn sich die beiden 2-dimensionalen Unterrdaume in
einem 1-dimensionalen Unterraum in der Ebene {xo = 0} schneiden. Der
Schnittpunkt der beiden parallelen Geraden liegt nicht in Dy, sondern »im
Unendlichen«, auf der projektiven Geraden Hp. All diese Aussagen sind
reine lineare Algebra und fiir jeden Korper K sinnvoll.

Warnung. Bilder wie Abb. 3.1 sind zur Veranschaulichung hilfreich,
sie konnen aber auch ein zu kompliziertes Bild vermitteln. Einen Punkt im
projektiven Raum soll man sich auch als Punkt vorstellen, nicht als Gerade
in einem affinen Raum. Die projektive Gerade ist eine Gerade, die Ebene
eine Ebene, der Raum ein Raum, wie es die Definition der projektiven
Dimension ausdriickt. So wie die geometrischen Bilder immer reelle (und
nicht komplexe) Bilder sind, so sind sie auch immer affin, nicht projektiv.
In unserer Vorstellung sollte also zum Beispiel IP’?c wie eine reelle Ebene
aussehen, nur dass wir uns gewisse idealisierte Eigenschaften hinzudenken.

Als néchstes iiberlegen wir uns, wie es mit linearen Abbildungen im
Projektiven aussieht. Es seien V und W zwei K-Vektorrdume und sei

O: VoW

eine lineare Abbildung. Ist v € V mit ®(v) # 0, dann kénnen wir dem Punkt
[v] € PV den Bildpunkt [®(v)] € PW zuordnen. Ist dagegen ®(v) = 0,
dann konnen wir damit nichts anfangen, denn ®(v) erzeugt dann ja keinen
I-dimensionalen Unterraum von W. Wir erhalten also eine Abbildung

[ BV\ (Pker®) — PW
[‘I’]'{ [v] - [00)]

Zwei Typen von solchen Abbildungen sind besonders wichtig, ndmlich Pro-
jektivititen und Projektionen, die wir nun nach einander diskutieren.

Ist®: V — V ein Isomorphismus, also ® € GL(V), dann ist [®]: PV —
PV ebenfalls bijektiv und heifit die durch @ bestimmte Projektivitit. Wie die
Isomorphismen V — V bilden die Projektivititen unter Komposition eine
Gruppe, die projektive lineare Gruppe, die wir mit PGL(V) bezeichnen.
Wir kdnnen ziemlich leicht sagen, wie diese Gruppe aussieht: Per Definition



3.1 Projektive Rdume

haben wir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
GL(V) — PGL(V),® — [D].

Da [AD(v)] = [D(v)] fiir alle 4 € K* und alle [v] € PV gilt, konnen wir
@ durch A0 ersetzen, ohne dass sich die Projektivitit andert. Mit anderen
Worten, der Kern des obigen Gruppenhomomophismus ist der Normalteiler
K*idy = {2 -idy: A € K*}, bestehend aus den Vielfachen der Identitit.
Nach dem Isomorphiesatz gilt also

PGL(V) = GL(V)/(K"idy ).

In homogenen Koordinaten sieht das so aus: Ist V = K n+l - dann induziert
jede invertierbare Matrix P € GL,,;|(K) eine Projektivitit

P* — P",[a] — [Pa].

Dabei ergeben P und AP fiir 1 € K* dieselbe Projektivitit. Die Gruppe
PGL(K"*!) wird mit PGL,,,(K) bezeichnet. Es gilt

PGLn+l(K) = GLn+l(K)/(K*In+] )

Die Projektivitdten von P" auf sich sind also durch Matrizen beschrieben,
die aber, wie die homogenenen Koordinaten, nur bis auf Skalierung wohl-
bestimmt sind.

Definition SeiV ein K-Vektorraum der Dimension n + 1. Ist r < n, dann
heilen po,. . .,p, € PV projektiv unabhingig, wenn

dim(pg,. .., pr)=r

gilt. Ein System von n + 1 projektiv unabhidngigen Punkten in PV heif3t ein
homogenes Koordinatensystem. Ist » > n, dann heif3en py, . . ., p, (linear)
in allgemeiner Lage, wenn jede Wahl von n + 1 Punkten aus {po,...,p,}
projektiv unabhéngig ist.

Wenn wir Vektoren vy,...,v, € V wihlen mit p; = [v;], dann sind
pos - - -, pr offenbar genau dann projektiv unabhéngig, wenn vy, . . ., v, linear
unabhingig sind. Ein homogenes Koordinatensystem in PV entspricht also
einer Basis von V. Neu ist dabei aber Folgendes:

3.1.2 Satz Es seien (po,...,pn+1) und (qo,. . .,qn+1) 2wei Tupel von n + 2
Punkten in allgemeiner Lage in P". Dann gibt es genau eine Projektivitiit
[P] von P" mit

[Plpi = qi fiiri =0,...,n+ 1.

Beweis. Es seien v; € K"*! Vektoren mit p; = [v;] firi =0,...,n+ 1. Da
Po, - - ., Pn in allgemeiner Lage sind, sind vy, . . ., v, linear unabhingig, also
eine Basis. Es gibt also ¢y, . ..,c, € K mit

Vpel = agvo + -+ auvy.
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Dass man je zwei
Tupel von n + 1
projektiv
unabhdngigen
Punkten in P™ durch
eine Projektivitdit
aufeinander abbilden
kann, ist klar, weil es
einfach einem
Basiswechsel in
K" entspricht. Die
Aussage des Satzes ist
gerade, dass man im
Projektiven noch
einen Freiheitsgrad
dazu gewinnt.

3 Projektive Geometrie

Dabei sind die Skalare ay,...,a, alle ungleich 0, da nach Voraussetzung
jede echte Teilmenge von {vy,...,v,+1} linear unabhingig ist. Wir konnen
deshalb v; durch a;v; ersetzen, fiir i = 0,...,n. Dann gilt immer noch

pi = [vi] und auBerdem
Vpel = V0 + -0+ V.
Sei nun P; € GL,,41(K) die Matrix mit Spalten vy, . . .,v,. Dann gelten
[Pie;]=[vi]=p; fiiri=0,...,n

und
[Pi(eo+---+ep)] =[vo+ -+ va] = ppy1.

Genauso gibt es P, € GL;+1(K) mit
[Prei]=q; firi=0,...,n und [Py(eg+ - +en)]=qn+i-

Alsoist P = P2P1_1 die gesuchte Matrix. Die Konstruktion zeigt auBBerdem,
dass P; und P; bis auf Skalierung eindeutig sind und dass somit [ P] eindeutig
ist als Element von PGL,,;{(K) (Ubung). O

3.1.3 Beispiel Vier Punkte po, p1, pa, p3 in der projektiven Ebene P? sind
genau dann in allgemeiner Lage, wenn keine drei von ihnen auf einer Geraden
liegen. Satz 3.1.2 sagt dann zum Beispiel gerade, dass es eine eindeutig
bestimmte Projektivitit [P] auf P? gibt mit

[P]PO = [1’070]’ [P]Pl = [0’ 1’0]’ [P]P2 = [07091]’ [P]PS = [1»1’ 1]

Auf dem projektiven Raum entsprechen Projektivititen einfach linearen
Abbildungen. Was aber geschieht auf den affinen Teilmengen? Dazu schauen
wir uns den Fall n = 1 genauer an.

3.1.4 Beispiel Wir betrachten eine Projektivitit

(P] = [‘C’ fz] € PGL,(K).

auf Py, das hei3t, es gelte ad — bc # 0. Es ist dann
[P]: P! - Pl,[xo,xl] — [axy + bxy, cxg + dxq].

Wenn x; # 0 ist, also auf der Menge D C P!, dann kénnen wir x = X0/ X1
setzen und erhalten

ax+b

[Pllxo, 1] = [Plx, 1] = [ax + b,cx +d] = | ——,

wobei wir rechts natiirlich nur teilen diirfen, wenn auch cx + d # 0 gilt. Im
ersten Eintrag steht jetzt eine rationale Abbildung ¢: Al --5 Al x - ‘c’ﬁz .
Ihr Definitionsbereich ist {x € A' | cx +d # 0}.
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Obwohl wir die Projektivitit [ P] damit nicht in allen Punkten beschrieben
haben, ist sie doch durch ¢ vollstindig beschrieben, wenn man [1,0] = oo
schreibt und sich die iiblichen Konventionen der Analysis fiir das Rechnen mit
oo zu eigen macht. Denn cx +d = 0 bedeutet gerade cxp +dx; = 0 und damit
[P][x0,x1] = [1,0], also ¢(x) = co. AuBerdem ist [P][1,0] = [a,c] = [a/c, 1]
(falls ¢ # 0) und damit ¢(c0) = a/c und [P][1,0] = [1,0] falls ¢ = 0
(denn a und ¢ konnen nicht beide O sein, da P invertierbar ist); in diesem
Fall ist ¢(c0) = co und ¢ ist ein Morphismus A' — A!. Das Fazit der
ganzen Diskussion, ist dass wir die Projektivitdt [P] mit der Konvention
P! = A! U {co} auch in der Form

ax+b
cx+d

¢:P]—>P],x+—>

beschreiben konnen. Eine solche Abbildung nennt man eine gebrochen-
lineare Transformation oder (vor allem in der komplexen Analysis) eine
Mobius-Transformation. O

Mit den Konventionen aus dem vorangehenden Beispiel kann man die
Aussage von Satz 3.1.2 im Fall n = 1 folgendermaBen formulieren:

3.1.5 Korollar Es seien p, q,r drei verschiedene Punkte in P' = A U {co}.
Dann gibt es genau eine Mobius-Transformation ¢: P! — P! mit

00)=p, (1)=q, ¢(0)=r. O

Fiir n > 2 kann man Projektivitidten auf P" ebenfalls als rationale Abbil-
dungen A" ---» A" auffassen, was allerdings nicht ganz so niitzlich ist, da
es mehr als einen Punkt im Unendlichen gibt (Ubung 3.1.6).

Der andere wichtige Typ von linearen Abbildungen in der projektiven
Geometrie, neben den Projektivititen, sind die Projektionen. Es sei

. Kn+l — Kn
"\ (ao,at,...,an) +—  (ap,...,an-1)

die lineare Projektion auf die ersten n Koordinaten. Der Kern von 7 ist die
Gerade K - e,, die dem Punkt p = [0,...,0,1] € P" entspricht. Wie oben
allgemein beschrieben, induziert 7 also eine Abbildung

T PP\ {p} = P [ag,...,an] = [ao,. .., an-1],

genannt die Projektion mit Zentrum p. Damit ist die folgende geometrische
Sichtweise verbunden: Wir kénnen P! als Teilraum von P" auffassen,
indem wir P"~! mit der Hyperebene

H = {[ay....,an-1,0] | [ao,...,an-1] € P""'} C P"
identifizieren. Dann entspricht xr;, der Abbildung

7Tp: Pn \ {p} - H»[a()" . «,an] = [a07- . ~’an—130],
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ﬂ'p(Q)

Abb. 3.2: Die Projektion mit Zentrum p

die die letzte Koordinate durch O ersetzt. Diese Projektion konnen wir geo-
metrisch folgendermaflen verstehen: Sei g € P", ¢ # p. Dann gilt

mp(q) =pgNH.

In Worten: Man projiziert ¢ vom Zentrum p auf die Hyperebene H, indem
man die Verbindungsgerade von p und ¢ mit H schneidet (siche Abb. 3.2).
Denn st p = [0,...,0,1] wie gehabt und g = [ay,. . .,a,], dann gilt

pq = {[Ap + uql = [ua, . .., pan-1, A + pa,] | [A,u] € P'}

Der Schnittpunkt pg N H entspricht also [A, ] € P! mit A + ua, = 0. Falls
an =0, dann also ¢ € H und A = 0, also pg N H = {[uay, . ..,ua,-1,0]} =
{q}, so dass m,(q) = q. Falls a,, # 0, dann folgt u = —1/a,, so dass pg N H
der Punkt [(=A/an)ay, . . .,(=A/an)a,-1,0] = [ao, . . .,an-1,0] = m,(g) ist.
Dadurch wird deutlich, warum die Projektion im Zentrum p nicht defi-
niert sein kann, denn p selbst bestimmt keine Verbindungsgerade mit p.

Wenn p € P" beliebig ist, dann bezeichnet 7, immer die Projektion
mit Zentrum p auf die Hyperebene H = {q € P" | (p,q) = 0}, wobei
(x,y) = X, x;y; die kanonische Bilinearform auf K n+1 pezeichnet. Durch
einen orthogonalen Koordinatenwechsel kann man immer p = [0...,0,1]
und H wie oben erreichen.

Ubungen

ﬂbung 3.1.1 Esseien p = (1,2,3), g = (1,3,5), r = (1,3,2), s = (1,4,4) in IPHZR.

(a) Bestimmen Sie fiir die Verbindungsgeraden L{ = pqund L, = 7s den Schnitt-
punkt L; N Ly. Erstellen Sie auBerdem eine schematische Skizze in den affinen
Ebenen Dy, Dy und D;.

(b) Bestimmen Sie eine Projektivitit [P] auf ]P’]é, die p,q,r,s in
[1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [1,1,1]

iiberfiihrt. Bestimmen Sie auch die Bilder von L; und L, unter [P].
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ﬁbung 3.1.2 Gegeben seien die Punkte p = [1,1,1,1] sowie g; = [1,0,0,0], ¢» =
[1,1,0,0]. g3 = [1,0,0,1], g4 = [1,0,1,0] in 3.

(a) Bestimmen die Bilder von g1, . . ., g4 unter der Projektion 7, : P]% \{p} = H
mit Zentrum p (wobei H = {[XO,X],X2,X3] e P3| 2?:0 X; = O}).

(b) Zeigen Sie, dass die Verbindungsgeraden L; = gjg3 und L, = g3¢g4 wind-
schief sind.

(c) Setze qlf = mp(g;) (fiir i = 1,...,4). Bestimmen Sie den Schnittpunkt der

Verbindungsgeraden L] = ¢{g5 und L] = qé q,in H.

Ubung 3.1.3 Es sei F, der Korper mit ¢ Elementen (¢ = p", p prim). Zeigen Sie:
(a) Jede Gerade in Pﬁ enthilt genau ¢ + 1 Punkte.
q

(b) Die projektive Ebene IP%F hat g% + ¢ + 1 Punkte und genauso viele Geraden.
q
(c) Interpretieren Sie den Graph im Bild als Darstellung der projektiven Ebene

IP’%Z. (Auch die Kreislinie ist eine Gerade). Diese projektive Ebene mit sieben
Punkten und Geraden wird Fano-Ebene genannt.

AR

Ubung 3.1.4 (Doppelverhiltnis) Es seien py,...,ps vier verschiedene Punkte in
P! = Al U {co}. Nach Kor. 3.1.5 gibt es genau eine Projektivitit ¢: P! — P! mit

o(p2) =1, ¢(p3) =0, p(ps) = co.

Die Zahl [p1,p2;p3.p4] = ¢(p1) € K\ {0,1} heilt das Doppelverhiltnis des
geordneten Viertupels (py, p2, p3, pa). Zeigen Sie:

(a) Seien(py,...,pa),(q1,-..,qs) zwei Viertupel von Punkten in P!. Genau dann
gibt es eine Projektivitit ¥ auf P! mit W(p;) = ¢; (fiiri = 1,...,4), wenn
[p1,p2:P3.P4] = (91925 93,94] gilt. Insbesondere erhalten Projektivititen
das Doppelverhiltnis.

(b) Esgilt

_ —P3. P1L—P4
[P1:p2:p3, P4l = ———: ———.
P2—P3 P2—P4

(c) Inhomogenen Koordinaten berechnet sich das Doppelverhiltnis folgenderma-

Ben. Es sei p; = [x;,y;],i = 1,...,4. Dann gilt

X1Y3 —X3Y1  X1)Y4 — X4)1
X2Y3 —X3y2  X2Y4 — X4Y2

[P1.P2; P3: P4l =

Ubung 3.1.5 (Fortsetzung) Es sei K ein Kérper mit char(K) # 2. Ein Viertupel
(p1,p2,P3,P4) in IP’}< von Punkten heifit harmonisch, wenn [py, p2; p3, p4] = —1 gilt.
Zeigen Sie: Genau dann ist (py,. . ., p4) harmonisch, wenn es eine Projektivitit gibt,
die p; und p; vertauscht und p3 und p4 fixiert.

Ubung 3.1.6 Uberlegen Sie, in welcher Weise eine Projektivitit auf P* mit der
Identifikation Dy = A" als rationale Abbildung A" - - > A" aufgefasst werden kann,
analog zum Fall n = 1 aus Beispiel 3.1.4.
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Inhomogene
Polynome lassen sich
dagegen nicht sinnvoll
in Punkten von P™
auswerten.
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3.2 Projektive Varietiiten

Die projektiven Unterrdaume von P entsprechen linearen Unterrdumen von
A" und sind damit Losungsmengen von homogenen linearen Gleichungs-
systemen. Entsprechend sind die projektiven Varietiten die Losungen von
homogenen Polynomgleichungssystemen.

Wir fixieren wieder einen algebraisch abgeschlossenen Korper K und
schreiben in der Regel P" fiir P.. Ein Polynom f heifit homogen vom Grad
d oder eine Form vom Grad d, wenn alle Terme von f den Totalgrad d
haben. Ist f homogen vom Grad d, dann gilt

Fv) =2A%f ()

fiir alle A € K und v € K"*!. Denn diese Gleichheit gilt fiir jedes Monom
x? mit @ = |d| wegen (1x)® = (Axg)™ - - - (Ax,)% = A19x® und damit auch
fiir f. Insbesondere ist die Frage, ob f(v) gleich 0 ist oder ungleich 0 von der
Skalierung mit A # 0 unabhéngig. Deshalb kann man die Nullstellenmenge
von homogenen Polynomen im projektiven Raum sinnvoll definieren.

Definition 1stT C K|[xo,...,x,] eine Menge von homogenen Polynomen,
dann schreiben wir

Vi(T) = {peP"| f(p)=Ofiiralle f € T}
und nennen V,(T') die durch T bestimmte projektive Varietét.

3.2.1 Beispiele (1) Jeder projektive Unterraum von P" ist auch eine
projektive Varietit. Denn ein linearer Unterraum U ¢ A"*! der Dimensi-
on m + 1 ist die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssys-

tems £, = -+ = -, = 0 gegeben durch Linearformen ¢y,...,{—; €
K[xo,...,x,]1. Damit ist PU = V. (¢4, ..., ln—m).
(2) Essei f € K[xop,...,x,] ein irreduzibles homogenes Polynom vom

Grad d > 0. Die zugehorige projektive Varietit V. (f) heifit eine Hyper-
fliche vom Grad d in P". Hyperflichen vom Grad 1 sind Hyperebenen.
Hyperflichen vom Grad 2 heilen Quadriken. O

Ist T c Kl[xo,...,x,] eine Menge von homogenen Polynomen und
I = (T) das erzeugte Ideal, dann gilt wieder V. (T) = V,(I). Nach dem
Hilbert’schen Basissatz wird I bereits von einer endlichen Teilmenge von T
erzeugt. Jede projektive Varietdt X C P" hat also eine Beschreibung

X:VJr(fl"'-’fr)

durch endlich viele homogene Polynome fi,. .., f € K[xo,...,x,].

In vieler Hinsicht verhalten sich projektive Varietdten genauso wie affi-
ne. Einige Tatsachen, deren Beweise sich nicht nennenswert unterscheiden,
fassen wir nur in Stichpunkten zusammen:

o Die Vereinigung endlich vieler projektiver Varietiten ist wieder eine
projektive Varietit, ebenso der Durchschnitt beliebig vieler projektiver
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Varietiten. Der ganze Raum P" und die leere Menge sind projektive
Varietiten. (vgl. Prop. 2.1.2).

o Die projektiven Varietiten in P" bilden die abgeschlossenen Mengen
einer Topologie, die wieder die Zariski-Topologie genannt wird. Die
kleinste projektive Varietit, die eine Menge M c P" enthilt, heift der
Zariski-Abschluss von M.

o Eine projektive Varietdt X c P" heiflt irreduzibel, wenn sie nicht
leer ist und nicht als Vereinigung von zwei echten abgeschlossenen
Untervarietéten geschrieben werden kann.

o Jede projektive Varietit ist in eindeutiger Weise Vereinigung von end-
lich vielen maximalen irreduziblen abgeschlossenen Untervarietiten,
ihren irreduziblen Komponenten (vgl. Satz 2.3.5).

Auch die Korrespondenz zwischen Varietdten und Idealen geht ganz
dhnlich wie im Affinen, aber nur fiir Ideale, die von homogenen Polynomen
erzeugt werden. Es ist sinnvoll, das wieder in der Sprache der Ringe anstatt
nur der Polynome zu sagen.

Definition Ein graduierter Ring ist ein Ring R zusammen mit einer Zer-
legung der additiven Gruppe (R, +) in eine direkte Summe

R:@Rd,

d>0
derart, dass fiir die Multiplikation gilt
Rd : Re C Rd+e-

Die Elemente von R, heilen die homogenen Elemente vom Grad d in
R. Jedes Element f € R, f # 0, hat also eine eindeutige Darstellung

f=fot+fn

als Summe von homogenen Elementen f; € Ry mit fy # 0. Fiir f €
R bezeichnet f; immer den homogenen Anteil vom Grad d von f. Das
wichtigste Beispiel ist natiirlich der Polynomring K[xj,...,x;] mit seiner
Zerlegung in die Raume K[ xo, . . ., x,, |4 der homogenen Polynome vom Grad
d.. Eine graduierte K-Algebra ist ein graduierter Ring R, der K als Teilring
enthilt, mit K € Ry. Der Polynomring ist eine solche graduierte K-Algebra.

3.2.2 Lemma und Definition Es sei R ein graduierter Ring. Ein Ideal
I C R heit homogen, wenn es folgende dquivalente Bedingungen erfiillt:

(i) Das Ideal I wird von homogenen Elementen erzeugt.
(ii) Fiir f € R gilt f € I genau dann, wenn f; € [ fiir alle d > 0 gilt.
(iii) Es gilt I = P 450(I N Ra), d.h. jedes Element von f € I hat eine
eindeutige Darstellung f = fo + --- + fy mit f7 € I N Ry.

Beweis. (i)=(i). Sei f € R. Ist f; € [ fiir alle d, dann folgt natiirlich
f = X fa € I. Umgekehrt gelte f € I. Da I von homogenen Elementen
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Grad.
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erzeugt wird, hat f dann eine Darstellung f = >'7_, g;h; mit h; € I homogen,
etwa vom Grad d;, und g; € R beliebig, fiir i = 1,...,r. Wir zerlegen die
g in ihre homogenen Anteile, etwa g; = 3. g;;. Fiir d > 0 ist der homogene
Teil vom Grad d von f dann gegeben durch fy = i, q,-q 8ijhi € 1.

(ii)=({ii) ist klar.

(iili)=(). Ist T c [ irgendeine Menge von Erzeugern von I, dann ist die
Menge 7" aller homogenen Anteile von Elementen aus 7' nach Voraussetzung
in I enthalten, und es folgt I = (T') = (T”). O

3.2.3 Korollar Genau dann ist ein homogenes Ideal I ein Primideal, wenn
gilt: Sind f,g € R homogene Elemente mit fg € I, so folgt f € I oder g € 1.

Beweis. Ein Primideal hat die angegebene Eigenschaft fiir alle, nicht nur
fiir homogene, Elemente. Sei umgekehrt / kein Primideal, dann gibt es also
f,g € Rmit fg € Iund f,g ¢ I. Wir schreiben f = fy +--- + fy und
g = go + - -+ + gn (fiir hinreichend grofles N). Wegen f,g ¢ I gibt es dann
jeweils einen kleinsten Index k bzw. [ mit fi ¢ Tund g; ¢ I. Setze d = k +1,
dann gilt (fg)a = X+j=q fig; und in dieser Summe liegen nach Wahl von
k und [ alle Summanden in /, bis auf eventuell f;g;. Da I homogen ist und
fg e 1, gilt(fg)a € I nach Lemma 3.2.2(2), woraus auch f,g; € I folgt. O

3.2.4 Korollar Summen, Produkte, Durchschnitte und Radikale homoge-
ner Ideale sind homogen.

Beweis. Bei Summen und Produkten ist es klar aus Lemma 3.2.2(1), bei
Durchschnitten aus (2). Die Behauptung iiber das Radikal kann man so
dhnlich beweisen wie das vorangehende Korollar (Ubung 3.2.3). O

Definition 1st M C P" eine Teilmenge, dann heiBt das homogene Ideal

Z,(M) = <{f € K[xg,...,x,] homogen mit f(p) =0 fiiralle p € M}>
das homogene Verschwindungsideal von M in K[xy,. .., x,].

3.2.5 Proposition Genau dann ist eine Varietiit X C P" irreduzibel, wenn
ihr homogenes Verschwindungsideal T.(X) in K[xq,. . .,Xn] prim ist.

Beweis. Analog zu Prop. 2.3.1, unter Benutzung von Kor. 3.2.3. O

Unser nichstes Ziel ist es, den Nullstellensatz in die projektive Situa-
tion zu iibertragen. Das fiihren wir auf den affinen Fall zuriick, indem wir
bemerken, dass jede Menge T C K[xj,. . .,x,] von homogenen Polynomen
einerseits die projektive Varietit X = V,(T), andererseits alg\er auch eine
affine Varietit V(T) ¢ A™*! definiert. Ist X # 0, dann heiBt X = V(T) der
affine Kegel iiber X. Aufgrund der Homogenitit gilt dann

(ag,...,a,) € X o (Aag, . ..,Aa,) € X fiir alle A € K,

was die Bezeichnung als Kegel rechtfertigt. Der Vollstandigkeit halber defi-
niert man noch @ = {(0,...,0)}.
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3.2.6 Lemma Ist X C P" eine nicht-leere projektive Varietit und X c
A" der affine Kegel iiber X, dann gilt T,(X) = Z(X).

Beweis. Es gelte X # 0 und damit . X # {0}. Die Inklusion Z,(X) c I(X)
ist dann klar. Ist umgekehrt f € I(X )und p € X, so folgt Ap € X und damit
f(Ap) =0fiiralle A € K.Ist f = fy + - - - + fy die Zerlegung von f in seine
homogenen Teile, so folgt daraus 0 = f(/lp) = fo+AH(p)+---+ AN fn(p),
also fy(p) =0fiird =0,...,N, da K ein unendlicher Korper ist. Also folgt
fa € Z.(X) fiir alle d und somit f € Z.(X). O

Die folgende wichtige Feinheit ist schon im Beweis aufgetaucht: Da
der Nullpunkt in A"*! keinem Punkt in P" entspricht, gilt zum Beispiel
V(xo,...,xn) = {(0,...,0)}, aber V,(xp,...,x,) = 0. Diesen Fall miissen
wir deshalb gesondert beriicksichtigen.

Definition Das homogene maximale Ideal (xo,...,x,) in K[xo,...,X,]
heifit das irrelevante Ideal.

Das irrelevante Ideal enthilt jedes andere homogene Ideal und ist damit
das einzige homogene, maximale Ideal von K[xj,. . ., xy].

3.2.7 Satz (Projektiver Nullstellensatz) Es sei I ein homogenes Ideal in
Kl[xo,...,x.]
(1) Genau dann gilt V.(I) = 0, wenn (xq, . . ., x,) C VI gilt.
(2) Falls Vo (I) # 0, so gilt T,(V4(I)) = VI.
Beweis. Essei X = V,(I) c P"* und V(I) c A"
(1) Es gilt X = () genau dann, wenn V() c {0}. Dies ist nach dem starken
Nullstellensatz (Satz 2.1.11) dquivalent zu (xo, . . ., x,) C Z(V(I)) = VI.

(2) Es gelte X # 0 und damit V(/) = X # {0}. Nach dem starken
Nullstellensatz gilt Z(X) = VI, und Z,(X) = Z(X) nach Lemma 3.2.6. [

3.2.8 Korollar Es sei R = K|[xo,...,x,]| und I C R ein homogenes Ideal.
Aquivalent sind:

(i) V+(I) =0
(ii) es gibteind > Omit Ry C I;

>
. d d .
>Om1tx0,...,xn €l

(iii) es gibt ein d
(iv) es gibt ein d > 0 mit (x, . . .,xn)d cl;
Beweis. (i)e(iii) ist Satz 3.2.7(1). Ist xid elfiri=0,...,n,s0¢giltS, c/
fiir e > (n+ 1)(d — 1); denn fiir solches e kommt in jedem Monom vom Grad

e mindestens eine der Variablen mit Exponent mindestens d vor. Das zeigt
(iii)=(ii). Die Implikationen (ii)=(iv) und (iv)=(i) sind klar. O]

3.2.9 Korollar Die Zuordnungen X — Z,(X) und I — V(I) sind zwi-
schen den Mengen
{projektive Varietdten in ]P"} o {Homogene Radikalideale C K|[xo, ..., xn]}

{irreduzible projektive Varietdten in ]P’"} o {Homogene Primideale C (xq, ..., xn)}

zueinander invers und definieren jeweils eine Bijektion, wobei wir der leeren
Varietit das irrelevante Ideal (xo, . . ., x,) zuordnen. O
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Wie bei affinen Varietiten kann man auch zum Restklassenring iibergehen.

Definition Es sei X C P" eine projektive Varietit. Dann heift
Ki[X] = K[xo, ..., xn]/Z+(X)

der homogene Koordinatenring von X.

Da Polynome schon keine Funktionen auf P" definieren, sind die Ele-
mente von K,[X] auch keine Funktionen auf X. Dafiir erbt K.[X] vom
Polynomring die Graduierung.

3.2.10 Lemma Es sei R ein graduierter Ring und I C R ein homogenes
Ideal. Dann wird R/ durch die Zerlegung

R/1 = (D) Ra/(I N Ra)

d>0

zu einem graduierten Ring. Mit anderen Worten, ist f € R homogen vom
Grad d, dann ist f in R/I wieder homogen vom Grad d.

Beweis. Nach Lemma 3.2.2 liegt f € R genau dann in /, wenn alle homo-
genen Anteile f; in I liegen. Daraus folgt, dass der surjektive Homomor-

phismus @d>0 Rd/(] N Ry) — R/I, (fd + ])dZO = (Zd>0 fd) + I von
R-Moduln auch injektiv ist. O

Insbesondere folgt daraus:

3.2.11 Korollar Der homogene Koordinatenring K. [X] einer projektiven
Varietdt X C P" ist eine graduierte K-Algebra, mit der vom Polynomring
induzierten Graduierung. O

Sei R = K, [X]und d > 0. Die Gruppe R; der homogenen Elemente vom
Grad d ist ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Denn ist / = Z,.(X) und

Iy = {f € I'| f homogen vom Grad d},
dann ist 7; ein Untervektorraum von K|[x, . . ., X, ]q4 und R; der Faktorraum

Rd = K[)C(),. . .,xn]d/ld.

Die Dimensionen der verschiedenen homogenen Teile R; (bzw. I;) bilden
die sogenannte Hilbert-Funktion und enthalten eine Reihe von Informationen
iiber die Varietit X. Darauf kommen wir spéter zuriick.

Als nichstes befassen wir uns mit Abbildungen zwischen projektiven
Varietiiten. Es sei X c P™ eine projektive Varietit. Ahnlich wie bei affinen
Varietiten konnen wir polynomiale Abbildungen X — P”" definieren. Dabei
gibt es aber einiges zu beachten. Seien dazu fy,..., [, € K[xo,...,xm]
homogene Polynome, alle vom gleichen Grad d. Ist p € X ein Punkt mit
homogenen Koordinaten p = [a], a € K"*! \ {0}, dann gilt

[fO(/la)’ oo ’fn(/la)] = [/ldfO(a)» v »/ldfn(a)] = [ﬁ)((l), s ’fn(a)]



3.2 Projektive Varietiten

fiir alle A € K*. Damit haben wir p sinnvoll einen Punkt in P zugeordnet,
allerdings nur sofern fy(a),..., f,(a) nicht alle 0 sind. Zusammengefasst
haben wir die folgende Aussage.

3.2.12 Proposition Es sei X C P™ eine projektive Varietit und seien
Jor-- s Ju € K[x0,...,%mu] homogene Polynome vom selben Grad mit X N

Vi(fo,. .., fn) = 0. Dann ist

{ X - P
lal +  [foa)..., fala)]
eine wohldefinierte Abbildung. O

Jede solche Abbildung nennen wir eine homogene Polynomabbildung.

3.2.13 Beispiel Jede Projektivitit auf P" (also jeder projektive Koordi-
natenwechsel, definiert wie im vorigen Abschnitt) ist eine homogene Poly-
nomabbildung P" — P" vom Grad 1.

Dagegen ist die Projektion 7, mit Zentrum p = [1,0,...,0], die durch

[ag,...,an] ¥ [ai,...,a,] gegeben ist, im Punkt p undefiniert. Ist aber
X c P" eine projektive Varietdt mit p ¢ X, dann ist die Einschrinkung
n,: X — P! eine homogene Polynomabbildung. O

3.2.14 Beispiel Wir betrachten die Abbildung
@: P! — P [xo,x1] > [x3, xFx1, x0x7, 7.

Die angegebenen Polynome sind homogen vom Grad 3 und verschwinden
nicht gleichzeitig auf P!, so dass ¢ eine homogene Polynomabbildung ist.
Das Bild C = ¢(P') heiBt die verdrehte Kubik in P?, denn der Schnitt von
C mit Dy = A? ist genau die verdrehte Kubik in A3. Die verdrehte Kubik ist
eine projektive Varietit, es gilt ndmlich

fo=202 -2,
C =Vi(fo, fi, 2),  mit fi =203 - 2122,
h=uz-1.

Die Kurve C ist also der Durchschnitt von drei Quadriken in P?. Man kann
aber keine der drei Gleichungen fy, fi, /> weglassen. Die verdrehte Kubik ist
also als Durchschnitt von drei Flichen gegeben (siehe Ubung 3.2.5). Sie ist
ein erstaunlich reichhaltiges Beispiel, durch das man viele Phinomene der
projektiven Geometrie illustrieren kann.

Im Affinen haben wir schon beobachtet, dass die Neilsche Parabel in
A? als Koordinatenprojektion der verdrehten Kubik in A3 auftritt (Beispiel
2.5.1). Istp € P? ein Punkt, der nicht auf C liegt, dann kdnnen wir ebenso
das Bild von C unter der Projektion 7, : C — P? mit Zentrum p betrachten
(sieche Ubung 3.2.6). O

3.2.15 Beispiel Allgemeiner ist die rationale Normalkurve in P" das
Bild der homogenen Polynomabbildung

1 -1 -1
@: PP — P [x0,x1] = [x4, x5 X1,. .., x0x] L X} ] %
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Im Unterschied zum Affinen nennen wir die homogenen Polynomab-
bildungen nicht Morphismen. Tatsdchlich sind sie nur ein Spezialfall fiir
Morphismen zwischen projektiven Varietiten, die erst im nichsten Kapitel
definiert werden.

Im vorigen Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass der projektive
Raum eine Uberdeckung durch affine Riume besitzt, nimlich durch die
Teilmengen

D; = {lao,....an] € P | a; # 0}.

Die Mengen Dy sind offen in der Zariski-Topologie auf P". Der projektive
Raum P” hat also eine offene Uberdeckung P" = D U - - - U D,, durch affine
Riume. Als nichstes iiberlegen wir uns, was das fiir projektive Varietiten
bedeutet. Ist X = V. (fi,...,f,) C P" eine projektive Varietit, dann ist der
Schnitt von X mit Dy eine affine Varietit in Dy, ndmlich

X N Doy = {[ag....,an] € X | ag # 0} = {[L,a1....,an] € X}
E{(al,...,an)EA"|fj(1,ao,...,an)=0fi'1rj= 1,...,r}.

Wir setzen also in den homogenen Gleichungen, die die projektive Varietit
X definieren, einfach xo = 1 und erhalten (in aller Regel) inhomogene
Gleichungen, die die affine Varietit X N Dy definieren. Die inhomogenen
Gleichungen entstehen durch Dehomogenisieren beziiglich der Variablen
xo. Wir schreiben kurz

f: S, xp,. .., x,)
fir f € K[xp,...,x,]. Genauso geht das natiirlich fiir jede der Variablen
X1,...,Xn, woflir wir aber keine gesonderte Notation einfiihren.

3.2.16 Beispiel Eine Linearform ¢ = coxg + -+ - + ¢y Xy, £ # 0, definiert
die projektive Hyperebene H = V..(£). Der Schnitt

HnDy={(ay,...,an)|co+cra; +---+cpa, =0}

mit dem affinen Raum Dy ist eine affine Hyperebene in A", es sei denn, es
giltcy = -+ = ¢, = 0. In diesem Fall ist ¢y # 0 und H ist die Hyperebene
V(xp), also die Hyperebene im Unendlichen beziiglich Dy. Ihr Schnitt mit
Dy ist dann natiirlich leer. O

Weitere Beispiele folgen im nichsten Abschnitt iben ebene Kurven.
Umgekehrt kann man auch von inhomogenen zu homogenen Gleichungen

iibergehen: Sei g € K[xi,...,x,] ein (inhomogenes) Polynom vom Grad d
und setze
* d (Xl Xn )
g =xy-8l—---»—|
X0 X0

Das Polynom g* ist homogen vom Grad d und heif3t die Homogenisierung
von g beziiglich xy. Noch expliziter kann man das so ausschreiben: Ist
8 = Zaany CaX(" -+ xp", dann ist

% _ d-|a| _a; a
g = Z CaXy X)Xy

n
[e4 ENO
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3.2.17 Beispiel Die Homogenisierung von x; — x% + 1 beziiglich der Va-

riablen xo ist X} + xox1 — x3. O

Homogenisierung und Dehomogenisierung sind im Prinzip einfach in-
vers zueinander, bis auf einen kleinen Hakell: Ist f € K[xo,...,x,] homogen
vom Grad d, dann kann der Totalgrad von f kleiner als d sein, ndmlich dann,
wenn in f keines der Monome xf, . ,xff vorkommt oder, dquivalent, wenn
f durch xg teilbar ist.

3.2.18 Beispiel Ist f = xg + xoxl2 + xpx1 X2, dann ist f: 1+ xlz + X1

und damit (f)* = x} + x7 + x1x2.

Fiir Homogensierung und Dehomogenisierung gilt allgemein Folgendes.

3.2.19 Proposition Es scien g,81,82 € K[x1,...,xy] und f,f1,» €
K[xo,...,x,] homogen. Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) i+fH=f+pudfifs=fifos

(2) (g182)" = g&5 und falls deg(g1) = deg(g2) = deg(g1 + g2), dann auch
(81+82) =8 +8&;

(3 g=g" _
(4) f = x3"(f)" fiir einm > 0.
Beweis. Ubung 3.2.10. -

Wir diskutieren kurz den Fall » = 1. Homogene Polynome in zwei
Variablen heilen auch bindre Formen. Damit kann man im Prinzip fast
genauso rechnen wie mit inhomogenen Polynomen in einer Variablen.

3.2.20 Satz Es sei f € K|xg, x1] eine bindire Form vom Grad d. Dann gibt
esai,...,aq,by,...,bg,c € K mit

f=c-(bixo—aix)---(baxo — agx)

und damit

V+(f) = {[al,bl],. . .,[ad, bd]} C Pl,

Beweis. Das folgt aus der entsprechenden Aussage fiir Polynome in ei-
ner Variablen. Sei f f(L,x1) € K[x;] die Dehomogenisierung von f,
e = deg(f ) < d. Weil K algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt f in Linear-
faktoren, also

fe (a—c)(u-c)
fiir c,c1,...,ce € K. Wegen f = xd=¢(f)* folgt daraus

f=c-(x1—cixo) - (x1 = cexo) - x{ °. O
Ist I ein Ideal in K[x,. .., x,], dann schreiben wir
r'=("1fel,

ein homogenes Ideal in K[xg,. .., X].
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3.2.21 Proposition EsseiV C A" eine affine Varietdt und sei X C P" der
Zariski-Abschluss von' V. C Dy C P, also die kleinste projektive Varietdt in
P, die V enthdilt. Dann gelten X N Dy = V und

Z,(X) = (V).
Die projektive Varietidt X heif3t der projektive Abschluss von V.

Beweis. Ist f € Z(V), so verschwindet f* auf V und damit auch auf X.
Umgekehrt sei f € Z,(X) homogen. Nach Prop. 3.2.19(4) gilt f = xi" - (f)”
fiir ein m. Es gilt f € Z(V) und damit auch f € Z(V)*. Aus der Gleichheit
der Ideale folgt auch X N Dy = V. O

3.2.22 Beispiel Man muss vorsichtig sein, wenn man die Homogenisie-
rung eines Ideals iiber seine Erzeuger beschreiben will. Ist zum Beispiel
n=2und fi = x; und fp = x; + 1, dann gilt (f}, ) = K[x0,...,xn]
und somit V(fi, f2) = 0, aber (f.f;) = (x1.x0+x1) = (x0,x1), also
Vi(ffs £5) = {[0,0,1]}. Bei nur einer Gleichung kann dieses Problem aller-

dings nicht auftreten. O
Ubungen
Ubung 3.2.1 Bestimmen Sie die Dimension des Vektorraums K[xg,. . ., x|y aller

homogenen Polynome vom Grad d iiber einem Korper K. (Hinweis: »Stars and Bars«)

Ubung 3.2.2 Essei = {py,...,p,} eine Menge von d Punkten in P". Zeigen Sie:
Wenn I nicht in einer Geraden enthalten ist, dann gibt es homogene Polynome vom
Grad < d — 1, die I als projektive Varietit definieren.

Ubung 3.2.3 Zeigen Sie, dass das Radikal eines homogenen Ideals in einem gradu-
ierten Ring wieder homogen ist.

Ubung 3.2.4 Beweisen Sie Prop. 3.2.5.
Ubung 3.2.5 Es sei C c P3 die verdrehte Kubik, das Bild der Abbildung
@: P! - P3, [xg,x1] — [xg,x(z)xl,xox%,xf].

(a) Esseien fy = zgzp — z%, A=203-2122,Hh=2123— z%. Beweisen Sie, dass
C =V.(fo, /i, f2) gilt.

(b) Beweisen Sie, dass C in keiner Ebene in P3 enthalten ist.

(c) Bestimmen Sie die Varietdt Vi (fy, f1)-

(d) Zeigen Sie, dass Z,(C) nicht von zwei Elementen erzeugt wird. (Hinweis:
Welche linearen und quadratischen Formen liegen in Z(C)?)

(e) Fiir die affine verdrehte Kubik gilt C N Dy = V(]To, fi).

(f) Esseien gj = 20z — 27 und g» = 25(2123 — 23) — 23(2023 — 2122). Zeigen Sie,
dass V1(g1,82) = C gilt. Wie passt das zur Aussage in (d)?

Hinweis: Man kann sich iiberlegen, dass Z,(C) = (fp, f1, f>) gilt. Das Ideal Z,(C)
wird also von drei Elementen erzeugt.
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Ubung 3.2.6 Berechnen Sie das Bild der verdrehten Kubik C c P3 unter den
Projektionen mit den folgenden Zentren p € P:

(@ p=1[1,0,0,1];
(b) p=10,1,0,0];
(¢) p=1[1,0,0,0].

(Projiziert wird auf das orthogonale Komplement des Zentrums, in (a) also zum
Beispiel auf die Ebene Vi (zg + z3).)

ﬂbung 3.2.7 Essei C c P" die rationale Normalkurve, also das Bild der Abbildung

o: P 5 P [x0,x1] — [x(')’,x(')’_lxl,. ..,xoxf_l,x?].
(a) Bestimmen Sie quadratische Formen, die C definieren.

(b) Zeigen Sie: Jede Menge von d + 1 verschiedenen Punkten auf C ist projektiv
unabhingig. (Hinweis: Vandermonde-Matrizen)

Ubung 3.2.8 Es sei C c P" die rationale Normalkurve und sei p = [1,0,...,0] € C.
Zeigen, Sie dass

mp(C\ {p})

eine rationale Normalkurve in P"~! ist. Was fillt auf? Vergleichen Sie das Ergebnis
fiir die verdrehte Kubik (n = 3) mit Ubung 3.2.6.

Ubung 3.2.9 Es sei C c P? die verdrehte Kubik. Zeigen Sie, dass der homogene
Koordinatenring K+ [C] nicht isomorph zum Polynomring K|[x, x| ist (obwohl die
iibliche Parametrisierung ¢: P! — C ein Isomorphismus ist, wie wir spiter zeigen).
(Vorschlag: Zeigen Sie, dass der affine Kegel C c A* nicht regulér und deshalb nicht
isomorph zu A2 ist.)

Ubung 3.2.10 Beweisen Sie Prop. 3.2.19.

Ubung 3.2.11 Es sei V C A" eine affine Varietit und X ¢ P" ihr projektiver
Abschluss. Fiir f € K[xq,...,x,] mit deg(f) = d bezeichne LF(f) = f; den
homogenen Teil vom hochsten Grad, die Leitform von f. Beweisen Sie die Gleichheit

Z+ (X N Vi(x0)) = (LE(f) | f € Z(V))

im Polynomring K|[xi,...,x,] (wobei wir X N V4 (xg) als Teilmenge von V4 (xg) =
P! auffassen).

Ubung 3.2.12  (a) SeiV c A" eine affine Varietiit. Zeigen Sie, dass V genau dann
irreduzibel ist, wenn der projektive Abschluss von V in P" irreduzibel ist.
(b) Sei X c P" eine irreduzible projektive Varietit. Zeigen Sie: Ist X irreduzibel
und X ¢ Vi(xg), so ist auch X N Dy irreduzibel.

Ubung 3.2.13 Es gelte char(K) # 2 und sei g € K[xg,...,x,] eine quadratische
Form (homogenes Polynom vom Grad 2), g # 0. Zeigen Sie, dass es eine Zahl r mit
1 < r < n gibt und einen Koordinatenwechsel P € GL,,,(K) mit

-1 2 2
q(P™ x) =Xy + -+ xp.

(Hinweis. Kongruenz von symmetrischen Matrizen)
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Bringt man q auf die
Form

q=ys+y} -y,
dann besteht

X N Vi(xy) aus zwei
nicht-reellen Punkten
und X N D, ist eine
Ellipse. Uber einem
algebraisch
abgeschlossenen
Korper existiert kein
Unterschied zwischen
Hyperbel und Ellipse.
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3 Projektive Geometrie

3.3 Ebene projektive Kurven

Dieser Abschnitt schliefit an das erste Kapitel iiber ebene Kurven an und
beleuchtet die Unterschiede, die sich aus dem Ubergang von der affinen
zur projektiven Ebene ergeben. Im zweiten Kapitel haben wir bereits die
irreduziblen Varietiten in der affinen Ebene bestimmt (Satz 2.3.3). Diese
Klassifikation iibertrégt sich auf die projektive Ebene. Eine ebene projektive
Kurve ist von der Form V. (f) fiir ein reduziertes homogenes Polynom
f € K[xo,x1,x2], f ¢ K. Der Grad der Kurve V, (f) ist der Grad von f.

3.3.1 Satz Es sei X eine irreduzible projektive Varietit in der Ebene P2.
Dann tritt genau einer der folgenden drei Fiille ein:

(1) X besteht aus einem Punkt;
(2) X =P%
(3) X ist eine irreduzible ebene projektive Kurve.

Beweis. Falls X endlich ist, sind wir im ersten Fall. Falls X unendlich ist,
dann ist auch einer der affinen Teile X N D; (i = 0, 1,2) unendlich. Durch
Vertauschen der Koordinaten konnen wir annehmen, dass X N Dy unendlich
ist. Falls X N Dy = Dy, so folgt X = P2. Andernfalls ist X N Dy nach
Satz 2.3.3 eine affine Kurve, es gibt also ein irreduzibles, nicht-konstantes
Polynom f € K|[xy,...,x,] derart, dass X N Dy = V(f). Der projektive
Abschluss V. (f*) von V(f) ist dann in X enthalten und da X irreduzibel ist,
folgt X = V. (f"). O]

3.3.2 Beispiel Es gelte char(K) # 2. Wir betrachten Kegelschnitte in P?,
also Kurven vom Grad 2. Sei g € K[x, x1,x2] eine quadratische Form und
X = V.(q). Da K algebraisch abgeschlossen ist, gibt es einen Koordina-
tenwechsel P € GL3(K) mit g(P~'x) = ¥/_; x? (vgl. Ubung 3.2.13). Wir
konnen also ohne Einschriankung annehmen, dass g diese Gestalt hat. Dabei
ist r + 1 der Rang der quadratischen Form. Fiir r = O ist X = V+(x§) eine
(doppelte) Gerade, fiir r = 1 ist g = xé + x12 = (xo + V=1x1)(x0 — V=1x7)
und damit X die Vereinigung von zwei Geraden. Nur fiir » = 2 ist

_ 2,2, .2
q=Xxy+xi+x3

und damit X irreduzibel. Das ist also bis auf eine Projektivitit der einzige
irreduzible Kegelschnitt in P2. Da wir das reelle Bild diskutieren wollen
(und X nun offensichtlich keine reellen Punkte enthilt), machen wir den
Koordinatenwechsel yy = xo + \/—_lxl, Y1 = X0 — \/—_lxl, Yo = \/—_lxz. In
diesen Koordinaten gilt nun g = ygy; — y%. Der Schnitt X N D, ist der affine
Kegelschnitt V(yoy; — 1), das ist also eine Hyperbel. Dagegen ist der Schnitt
X N Dy die Kurve V(y; — y%), also eine Parabel. Geometrisch besteht der
Unterschied darin, dass die Gerade im Unendlichen, also V,.(y;) bzw. V. (o),
den Kegelschnitt X im ersten Fall in zwei Punkten schneidet, namlich [1,0,0]
und [0, 1,0], wihrend sie im zweiten Fall X nur im Punkt [0, 1,0] schneidet;
die Gerade V,(yo) ist tangential an X. Damit haben wir die beiden Typen
von nicht-ausgearteten affinen Kegelschnitten (Ubung 1.0.5) als affine Teile
der projektiven Kurve X erhalten. O
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Die Punkte im Unendlichen, die beim Ubergang von einer affinen zu
einer projektiven Kurve hinzukommen, vereinfachen eine Reihe von geome-
trischen Problemen fiir ebene Kurven.

3.3.3 Beispiel Als erstes betrachten wir dazu die Projektion der Hyperbel
auf eine Achse: Das Bild der affinen Kurve C = V(1 — x1x3) C A? unter
der Koordinatenprojektion (a1, as) +— ay ist A' \ {0} und damit nicht abge-
schlossen. Diese Tatsache hat uns technisch beispielsweise beim Beweis des
Nullstellensatzes in §2.2 beschiftigt, wo wir diesen Fall extra ausschlie3en
mussten (Lemma 2.2.6). Was passiert hier beim Ubergang ins Projektive?

Der projektive Abschluss von C ist der Kegelschnitt X = V), (xg — X1X2),
wie in Beispiel 3.3.2. Der affinen Koordinatenprojektion oben entspricht die
Projektion 7, : [ag,a1,az] — [ap,ai] mit Zentrum p = [0,0,1]. Allerdings
gilt hier p € X, so dass , zunichst nicht auf ganz X definiert ist.

X

q p
V.(x) S~

Tp (Q)

X
Ty (q
Vi(x2)

Projektion 7, im affinen Teil D, Schematische Skizze in P?

Fiir jeden Punkt [ag,ai,a;] € X mit ap # 0 und a, # 0 gilt aber

a2

0
7plao, ai,a2] = [ag,a1] = [ao, a—] = [agaz, ag] = a2, ao].
2

Auf der offenen Menge X N (Dy N D5) stimmt 7, deshalb mit der homogenen
Polynomabbildung [ag,a;,a;] +— [az,a9] tberein. Diese ist im Punkt p
definiert und bildet ihn auf [1,0] ab. Sie ist dafiir aber undefiniert im Punkt
g = [0,1,0], der ebenfalls auf X liegt. Fiir g gilt aber 7,,(¢) = [0, 1] nach der
urspriinglichen Definition.

In dieser Weise ist die Projektion m,: X — P! auf ganz X definiert,
mit zwei verschiedenen lokalen Beschreibungen, und ist surjektiv. Sie ist ein
Beispiel fiir einen Morphismus von projektiven Varietiten, was wir allgemein
erst im nichsten Kapitel einfiihren. O

Ein weiterer grundsitzlicher Vorteil der projektiven Ebene ist, dass
Schnittpunkte zwischen Kurven nicht ins Unendliche verschwinden kon-
nen, so wie es auch keine parallelen Geraden gibt. Das Hauptergebnis fiir
diesen Abschnitt ist der Satz von Bézout fiir ebene Kurven. Er verallgemei-
nert die Tatsache, dass sich je zwei verschiedene Geraden in P? in einem
Punkt schneiden, auf Kurven von héherem Grad.
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3.3.4 Satz (Bézout) Seien X und Y zwei Kurven in P2 vom Grad d bzw. e,
ohne gemeinsame irreduzible Komponenten. Dann ist X N'Y nicht leer und
besteht aus hochstens d - e Punkten.

Fiir den Beweis verwenden wir Resultanten, die in §2.2 eingefiihrt wur-
den. Im weiteren Verlauf werden sie aber nicht bendtigt.

Beweis. Essei X =V, (f)undY =V, (g), mit f,g € K[xp, x1, x2] homogen,
deg(f) = d, deg(g) = e. Nach Satz 3.3.1 ist X N Y jedenfalls endlich, weil f
und g teilerfremd sind. Da K ein unendlicher Korper ist, gibt es einen Punkt
po € P?, der die folgende Bedingung erfiillt:

(x) Der Punkt pg liegt nicht auf X oder Y und auch nicht auf einer der
endlich vielen Verbindungsgeraden pgq, fiir p,g € X NY, p # q.

Durch einen Koordinatenwechsel konnen wir pg = [1,0,0] erreichen.

Wir betrachten die Resultante Res(f, g) von f und g beziiglich der Varia-
blen xy. Aufgrund der Struktur der Sylvestermatrix ist Res(f, g) eine binére
Form vom Grad de in x1, x> (Ubung 3.3.1). Nach Satz 3.2.20 hat Res(f, g)
also mindestens eine und hochstens de verschiedene Nullstellen. Wir be-
haupten, dass diese Nullstellen mit X N Y in Bijektion stehen. Denn ist
[a1,a2] € P' mit Res(f,g)(a1,a2) = 0, dann bedeutet das nach Satz. 2.2.2,
dass f(xo,a1,az) und g(xp, a1, az) eine gemeinsame Nullstelle ag haben, und
umgekehrt. (Man beachte, dass f(xo,a1,a2) und g(xg,a1,az) in xy den Grad
d bzw. e haben, da sie im Punkt p nicht verschwinden.) Mit anderen Worten,
es gilt dann [agp,a;,a2] € X N'Y. Nach Wahl von py kann zur Nullstelle
[a1, a;] nicht mehr als ein Schnittpunkt von X und Y korrespondieren. [

Satz 3.3.4 ist nur eine schwache Form des Satzes von Bézout, die Viel-
fachheiten nicht beriicksichtigt. Ist zum Beispiel X = V,(xox; — x%) und
Y = V,(xp), so besteht X N Y nur aus dem einen Punkt [0, 1,0] (vgl. Bei-
spiel 3.3.2). Die Gerade Y ist aber in diesem Punkt an den Kegelschnitt X
tangential, deshalb sollte der Schnittpunkt doppelt gezihlt werden.

Das kann man allgemein wie folgt tun: Seien f,g € K[xo,x1,x2] zwei
homogene Polynome ohne gemeinsame irreduzible Faktoren mit deg(f) = d
und deg(g) = e und sei Res(f, g) die Resultante von f und g beziiglich xg.
Seien X = V. (f) und Y = V,(g) die zugehorigen Kurven. Angenommen fiir
den Punkt py = [1,0,0] ist die Bedingung () aus dem Beweis des Satzes
von Bézout erfiillt. Andernfalls wechseln wir die Koordinaten so, dass die
Bedingung erfiillt ist. Fiir p € X NY definieren wir die Schnittmultiplizitiit
I,(f,g) von f und g in p als die Vielfachheit der zugehorigen Nullstelle von
Res(f,g). Das Problem mit dieser Definition ist, dass wir im allgemeinen
einen Koordinatenwechsel brauchen, um die Bedingung () herzustellen, und
wir wissen nicht, dass die Schnittmultiplizitit von diesem Koordinatenwech-
sel bzw. von der Wahl des Punktes pg unabhingig ist. Diesen Schritt lassen
wir hier aus; siehe etwa Cox-Little-O’Shea [4], §8.7, Lemma 11.

Wenn wir die Wohldefiniertheit der Schnittmultiplizitit als gegeben vor-
aussetzen, erhalten wir die folgende Verstirkung:
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3.3.5 Satz (Bézout) Seien f,g € K|[xg,x1,x2] zwei homogene Polynome
ohne gemeinsame irreduzible Faktoren mit deg(f) = d und deg(g) = e und
seien X =V, (f)undY = V,(g) die zugehorigen ebenen projektiven Kurven.
Dann gilt

Z Ip(f,g)=d-e.

peEXNY

Beweis. Dies folgt aus dem, was wir bereits bewiesen haben, zusammen
mit der Tatsache, dass die Resultante den Grad de hat und damit genau de
Nullstellen mit Vielfachheit. O

3.3.6 Bemerkung Eine technisch bessere Definition der Schnittmultiplizitéit benutzt
lokale Algebra: Ist in der obigen Situation p ein Punkt in der affinen Ebene Dy, dann
bilden wir in D den lokalen Ring O 2, p und betrachten darin das von f~und g
erzeugte Ideal. Es gilt dann

Ip(f.g) = dimg (0,2 ,/(£,2)).

Auch dies scheint zunichst an einer Wahl zu hdngen, ndmlich der Dehomogenisierung
beziiglich xy. Den lokalen Ring kann man aber auch unabhéngig von affinen Koor-
dinaten definieren (Satz 4.2.6). Eine ausfiihrliche Diskussion der Schnittmultiplizitét
mit dieser Definition findet sich im Buch von Fulton [5], Kap. 5.

Wir diskutieren noch kurz Tangenten an projektive Kurven: Ist f €
K[xo, x1,x2] ein reduziertes homogenes Polynom und X = V,(f), dann
heifit ein Punkt p € X regulir, wenn der Gradient V f im Punkt p nicht
verschwindet, andernfalls singuliir. Die Kurve X heilit reguldr, wenn sie in
allen Punkten regulir ist. Die Tangente an X in einem regulédren Punkt p ist
die projektive Gerade T, (X) mit der Gleichung

9 o O

af _
axO(P)'x a—m(l?)'xﬁra—xz(l?)'xz = 0.

Das verhilt sich genauso wie im Affinen, mit zwei Vorteilen: Aufgrund der
Homogenitit miissen wir nicht zwischen dem Tangentialraum als linearem
Unterraum und der Tangente als affine Gerade durch p unterscheiden: Ist
d = deg(f), dann gilt nach der sogenannten Euler-Identitdt

(Ubung 3.3.2). Daraus folgt erstens, dass die Tangente T, (X) durch den Punkt
p geht. Zweitens folgt die Inklusion V. (8 f /dx0,0 f [0x1,0 f | 0x2) € Vi(f),
sofern char(K) { d. Die Menge der singuldren Punkte von X ist also allein
durch das Verschwinden der drei partiellen Ableitungen definiert. Nach dem
Satz von Bézout schneiden sich zwei der durch die Ableitung definierten
Kurven (sogenannte Polare), etwa V.(df/dxy) und V.(df/dx1), in der
Regel in (d — 1)2 Punkten (evtl. mit Vielfachheiten), es sei denn, sie haben
eine gemeinsame Komponente. Nach der Euler-Identitét ist die Kurve X
genau dann regulér, wenn keiner dieser Punkte auf X liegt.
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Ubungen

Ubung 3.3.1 Esseien f,g € K[xq, .. ., X, ] Formen vom Grad d bzw. e. Zeigen Sie:
Die Resultante Res(f,g) von f und g beziiglich xq ist eine Form vom Grad d - e in
X1, ..,Xn. (Vorschlag: Betrachten Sie die Leibniz-Formel fiir die Determinante der
Sylvester-Matrix.)

Ubung 3.3.2 Beweisen Sie die Euler-Identitit: Ist f € K[xg, . .., x,] homogen vom
Grad d, dann gilt 3} (3 f/dx;) - x; = d - f.

Ubung 3.3.3 (Konzentrische Kreise) Es sei K = C und gegeben seien die Kurven
C = V(x% + x% —rHund G, = V()cl2 + x% — s%) (fiir r # s € R*) in AZ. Es sei
X1 bzw. X, der projektive Abschluss von C; bzw. C; in P2. Bestimmen Sie die
Schnittpunkte X| N X;. Zusatz: Was passiert bei zwei nicht-konzentrischen Kreisen?

Ubung 3.3.4 Es sei X C P? eine irreduzible Kurve, p € X ein glatter Punkt und
T = Tp(X) die Tangente an X in p. Zeigen Sie, dass sich T und X im Punkt p mit
Vielfachheit mindestens 2 schneiden, das heift 7, (X,T) > 2. (Vorschlag: Nehmen
Sie T = V4 (xg) und p = [0, 1,0] an und bestimmen Sie die Resultante.)

Ubung 3.3.5 Gegeben seien die kubischen Kurven X = Vi (f) und Y = V,(g) mit
f= xg + x? —2xpx1xp und g = 2x(3) - 4x§x1 + 3x0x% + x13 - Zx%xz.

Verwenden Sie ein Computer-Algebra-System, um die Resultante von f und g beziig-
lich x¢, ihre Nullstellen, die Schnittpunkte von X und Y und ihre Schnittmultiplizitédten
zu bestimmen.

Ubung 3.3.6 (»Satz von Pascal iiber das Hexagrammum Mysticum«)
Es sei C ein irreduzibler Kegelschnitt in P2 und seien P1s- - -»Pg sechs verschiedene
Punkte auf C. Dann liegen die drei Schnittpunkte

p7 =Ly NLymit Ly = pipy und Ly = paps,
pg =Ly N Ls mit Ly = pepy und Ls = p3pa,
P9 = L3 N Lg mit L3 = ppp3 und Lg = ps5pe
von Verbindungsgeraden auf einer Geraden. Erstellen Sie dazu eine schematische

Skizze. (Wo ist das »Hexagrammum«?) Beweisen Sie den Satz wie folgt: Sei f €
K[ x0,x1,x3]p mit C = V4 (f). Wir betrachten die Kubiken

X1 =L ULsU Lg und Xo =LrUL3UlLy.

Seien g1,g2 € Klxg,x1,x2]3 mit X; = Vi(g1), X2 = Vi(g2). Sei p € C, p ¢
{p1,--.,pe} und setze

g = 8281 -~ g1(p)g2-
Zeigen Sie, dass g # 0, aber g(p) = g(p1) = --- = g(pe) = 0 gilt. Folgern Sie, dass
f ein Teiler von g ist und daraus die Aussage des Satzes.
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3.4 Eigenschaften projektiver Varietiiten

Einige Eigenschaften affiner Varietiten libertragen sich relativ leicht auf den
projektiven Fall. Wir beschrinken uns hier auf eine knappe Zusammenfas-
sung und verschieben die Beweise zum Teil in den allgemeineren Kontext
von quasiprojektiven Varietdten im nédchsten Kapitel. Als erstes definieren
wir die Dimension einer projektiven Varietit.

Definition Es sei X C P" eine projektive Varietit. Die Dimension von X
ist definiert als R
dim(X) = dim(X) - 1

wobei X c A"*! der affine Kegel iiber X ist.

Es ist klar, dass diese Definition fiir projektive Unterrdume mit der vori-
gen in §3.1 iibereinstimmt; insbesondere ist dim(P") = n.

Die projektiven Varietiten der Dimension 0 sind wieder genau die end-
lichen Mengen (Ubung 3.4.1). Wie im Affinen heiBen projektive Varietiiten
von reiner Dimension 1 Kurven, von reiner Dimension 2 Flachen und von
reiner Dimension n — 1 Hyperflichen. Aulerdem iibertrégt sich die Charak-
terisierung der Dimension durch Ketten von irreduziblen Untervarietiten,
das heif3it, die Dimension einer projektiven Varietdt X ist die grofite Zahl
d € Ny, fiir die eine Kette

0CXoCX C---CXg=X

von irreduziblen abgeschlossenen Untervarietiten von X existiert. Aufler-
dem stimmt die Dimension einer affinen Varietdt mit der Dimension ihres
projektiven Abschlusses iiberein. (Beides wird in Satz 4.5.2 bewiesen.)

Definition Eine projektive Varietit X C P" von reiner Dimension d
wird mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt genannt, wenn sie
der Durchschnitt von n — d Hyperflichen ist, das heit, wenn es homoge-
ne Polynome fi,..., fu-a € K[xo,...,x,] gibt mit X = V.(f1,..., fu-a)-
Sie ist ein (idealtheoretisch) vollstandiger Durchschnitt, wenn es solche
fioe s fo—aq gibtmit Z.(X) = (fi5- - -5 fa-d)-

Dass nicht alle affinen Varietdten mit der entsprechenden Definition voll-
stindige Durchschnitte sind, haben wir schon in Beispielen gesehen (Ubung
2.1.8). Fiir projektive Varietdten kommt das noch haufiger vor.

3.4.1 Beispiele (1) Gegeben die drei Punkte p; = [1,0,0], po =
[0,1,0], p3 = [0,0,1] in P2, dann ist X = {p1,p2,p3} kein vollstindiger
Durchschnitt. Denn das Verschwindungsideal Z, (X) enthilt keine Konstan-
ten ungleich 0 (da X nicht leer ist) und keine Linearform (da p1, p2, p3 nicht
auf einer Geraden liegen). Im Grad 2 enthilt es die drei quadratischen For-
men xpXxi, XoXx2, X1x», die offenbar linear unabhingig liber K sind. Jedes
Erzeugendensystem von Z, (X) muss deshalb mindestens drei quadratische
Formen enthalten. (Tatsdchlich gilt hier Z, (X) = (xox1, x0Xx2, X1 X2).) Insbe-
sondere kann Z, (X) nicht von zwei Elementen erzeugt sein.
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Andererseits ist X ein mengentheoretisch vollstandiger Durchschnitt, denn
es gilt zum Beispiel X = V. (xpx1x2, XoX1 + Xox2 + x1x2) und fiir das Ver-
schwindungsideal damit Z,(X) = \/(xoxlxz,xoxl + X0X2 + X1X7).
Allgemeiner kann man sich folgendes iiberlegen: Sind f,g € K[xo, x1,x2]
zwei homogene Polynome vom Grad d bzw. e, dann ist das Ideal (f,g)
genau dann ein Radikalideal, wenn alle Schnittpunkte von V. (f) und V. (g)
die Multiplizitat 1 haben. (Mit unserer Beschreibung der Schnittmultiplizitit
ist es aber etwas miihsam, das zu beweisen.) Nach dem Satz von Bézout 3.3.5
ist das genau dann der Fall, wenn V., (f,g) aus d - e verschiedenen Punkten
besteht. Im Umkehrschluss folgt daraus zum Beispiel: Ist p eine Primzahl,
X c P? eine Menge aus p Punkten und gilt Z,(X) = (f,g), dann muss
deg(f) = p und deg(g) = 1 oder umgekehrt gelten, mit anderen Worten,
die Punkte in X miissen auf einer Geraden liegen. Andernfalls ist X kein
vollstandiger Durchschnitt.

(2) Jede Hyperfliache in P", also jede projektive Varietit in P von reiner
Dimension n — 1, ist ein vollstdndiger Durchschnitt, das heif3t, ihr homogenes
Verschwindungsideal ist von einem Element erzeugt. Das kann man leicht
analog zu Kor. 2.8.14 beweisen.

(3) Die verdrehte Kubik in P? ist kein vollstindiger Durchschnitt, wohl
aber mengentheoretisch (siche Ubung 3.2.5). O

3.4.2 Bemerkung Es ist nicht bekannt, ob jede irreduzible Kurve in P3 ein mengen-
theoretisch vollstandiger Durchschnitt ist. Allgemein ist es sehr schwierig, mengen-
theoretisch vollstindige Durchschnitte zu charakterisieren und es scheint auch keine
einfachen expliziten Beispiele von irreduziblen Varietiten zu geben, von denen sich
direkt zeigen liele, dass sie keine mengentheoretisch vollstindigen Durchschnitte
sind, obwohl man aus verschiedenen Griinden weif3, dass solche Varietidten exis-
tieren. Insgesamt scheint die Eigenschaft fiir die Theorie auch nicht so bedeutsam
zu sein, im Unterschied zu idealtheoretisch vollstindigen Durchschnitten, die sehr
speziell sind und aus Sicht der Algebra viele gute Eigenschaften besitzen.

SchlieBlich betrachten wir noch den Tangentialraum an eine projektive
Varietit.

Definition 1st X C P" eine projektive Varietit mit Z, (X) = (fi,. .., fr) und
ist p € X, dann ist der projektive Tangentialraum an X in p der projektive
Unterraum

T, (X) = {[v] eP" | Z%(p)w =0,j = 1,...,5} = P(Kern J),
i=0

wobei J die ¢ x n-Matrix mit Eintrdgen J;; = (9 f;/0x;)(p) ist.

Diese Definition stimmt fiir den Fall einer ebenen projektiven Kurve mit
der Definition der Tangente im vorigen Abschnitt iiberein. Aufgrund der
Euler-Identitit 37 g—ﬁ - x; = deg(f;) - f; folgt p € T,(X). Man beachte
auBerdem, dass die Auswertung (0 f;/0x;)(p) fiir p € P" zwar wie iiblich
nicht wohldefiniert ist, aber aufgrund der Homogenitit der f; hingt die
Definition von T, (X) insgesamt nicht von der Wahl eines Représentanten
von p ab. Das entspricht auch dem ersten Teil der folgenden Aussage iiber
den Zusammenhang zwischen affinen und projektiven Tangentialriumen.
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3.4.3 Proposition Es sei X C P" eine projektive Varietit und sei p € X.

(1) IstX c A" deraffine Kegel iiber X und ist p = [a] mita € A" 1\{0},
dann gilt R
T, (X) = P(T,(X)).

(2) Istp =[1,q] € Domitq € A", dann ist T, (X) der projektive Abschluss
des affinen Tangentialraums q + T4(X N Dy).

Beweis. (1) Nach Lemma 3.2.6 gilt Z, (X) = I()?). Damit folgt die Behaup-
tung aus der Beschreibung des Tangentialraums in Prop. 2.10.2.

2)IstZ.(X) = (fi,. . -, f7), dann sind beide Tangentialriume der Durch-
schnitt der Tangentialriume an die V,(f;). Es geniigt daher, den Fall £ = 1
zu diskutieren. Sei also X = V,(f) fiir ein reduziertes homogenes Polynom
f vom Grad d. Dann ist X N Dy beschrieben durch f = f(1,xy,...,x,). Ist
q = (ay,...,an), dann ist der affine Tangentialraum gegeben durch

g+Ty(X) = {v K" | Z—(q) (vi = ar) =o}.

Der projektive Abschluss in P wird dann durch die homogenisierte lineare
Gleichung beschrieben, das heifit, es ist

q+Tq<x>={ P”'Z <q> (wi - aiWO)=o}.

Nun ist (8f/8x;)(q) = (8f/0x;)(p) fiiri = 1,...,n. Aus der Euler-Identitiit

=0 g—){i -x; =d - f folgt wegen f(1,ay,...,a,) = 0 auBerdem

n

8 8
Z 6_){(1,a1,. an) - (—a; - wo) = —f(l»al’- s ln) * Wo.

i=1 dxo

und damit insgesamt
0 = [l e 5 Z—(p) wi =0,

Das ist gerade T(,(X), und die Behauptung ist bewiesen. O

Definition Es sei X C P" eine irreduzible projektive Varietiit. Ein Punkt
p € X heift regulir, wenn dim T, (X) = dim(X) gilt, ansonsten singulir.
Die Varietidt X heiflt insgesamt regulir, wenn sie keine singuldren Punkte
besitzt, andernfalls heiflit X singulir.

Nach Prop. 3.4.3 ist p = [a] € X N D; genau dann regulér, wenn a
ein regulidrer Punkt des affinen Kegels X oder p ein reguldrer Punkt der
affinen Varietit X N D; ist (fiir i = 0,...,n). Auerdem wird die Menge
der singuldren Punkte genau wie im affinen Fall durch den Rang der Jacobi-
Matrix charakterisiert.
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3.4.4 Korollar Es sei X C P" eine irreduzible projektive Varietit der
Dimension d und sei T,(X) = (fi,. .., f¢)- Der singuliire Ort Xns aller sin-
guldiren Punkte von X ist die abgeschlossene Untervarietdt von X, die durch
das Verschwinden aller (n — d)-Minoren der Jacobi-Matrix von fi,..., fz,
also der £ x (n + 1)-Matrix J; j = (0 f;/0x;), bestimmt ist.

Beweis. Ubung 3.4.3 O

Ubungen

Ubung 3.4.1 Zeigen Sie, dass eine projektive Varietit genau dann nulldimensional
ist, wenn sie endlich ist.

Ubung 3.4.2 Es sei X C P? eine endliche Menge. Zeigen Sie, dass es f,g €
K[xg, x1,xp] mit X = V,(f,g) gibt. (Mitanderen Worten, X ist ein mengentheoretisch
vollstiandiger Durchschnitt.)

Ubung 3.4.3 Beweisen Sie Kor. 3.4.4.

Ubung 3.4.4 Es sei C c P2 die verdrehte Kubik.

(a) Zeigen Sie, dass C eindimensional ist.
(b) Zeigen Sie, dass C reguldr ist.

(c) Wie lassen sich die projektiven Tangentialrdume an C mit Hilfe der iiblichen
Parametrisierung ¢: P! — C beschreiben?

Ubung 3.4.5 Es gelte char(K) # 2 und sei ¢ € K[xp,...,x,] eine irreduzible
quadratische Form. Zeigen Sie, dass der singulédre Ort der Quadrik V. (g) c P" ein
projektiver Unterraum ist. Was ist seine Dimension?

Ubung 3.4.6 Essei X = V+(x(3) — xox% - xox% - xox§ + 2x1xpx3) die Cayley-Kubik

in P3. Bestimmen Sie den singuldren Ort von X.

3.5 Segre- und Veronese-Varietiiten

Das kartesische Produkt zweier affiner Raume ist wieder ein affiner Raum,
es gilt A™ x A" = A™*" Bei projektiven Rdumen ist das nicht so. Zum
Beispiel ist P! x P! nicht dasselbe wie P2. Die homogenen Koordinaten sehen
vollig anders aus (vier Koordinaten statt drei), aber auch die Geometrie ist
grundsitzlich verschieden, wie wir gleich sehen werden.

Mit dem Produkt von projektiven Rdumen kann man auf zwei Arten
arbeiten. Ein Polynom f € K[xo, .. ., Xm, Y0, - - - » yn| heifit bihomogen vom
Bigrad (d, e), wenn es homogen vom Grad d in xy,. .., X, und homogen
vom Grad e in yy,...,y, ist. Ist T eine endliche Menge von bihomogenen
Polynomen (nicht unbedingt vom gleichen Bigrad), dann ist

X ={(p.q) € P" xP" | f(p,q) =Ofiiralle f € T}
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eine wohldefinierte Teilmenge von P X P", und man kann Untervarietiten
des Produkts, die Zariski-Topologie auf P"”* X P" usw. in dieser Weise sinnvoll
definieren.

3.5.1 Beispiel InP' x P!, mit homogenen Koordinaten ([xo, x1], [yo,y1]),
ist die Diagonale

A={(p.q) eP' xP' |p=gq}

definiert durch die bihomogene Gleichung xpy; —x;yp = 0 vom Bigrad (1, 1).
Ebenso durch eine bihomogene Gleichung gegeben ist fiir einen festen Punkt
p = [ag,a;] die Menge

L, = {p} xP',

namlich durch die Gleichung a;xy — apx; = 0 vom Bigrad (1,0). Dabei gilt
offensichtlich L, N L, = 0 fiir p # q. Darin zeigt sich ein geometrischer
Unterschied zur projektiven Ebene, in der je zwei Kurven (und damit all-
gemein je zwei unendliche abgeschlossene Untervarietiten) nach dem Satz
von Bézout 3.3.4 einen gemeinsamen Punkt haben. O

Alternativ kdnnen wir P X P" als projektive Varietét auffassen, mit Hilfe
der folgenden Konstruktion. Wir betrachten den projektiven Raum

P(Mat(+1)x(n+1)(K)) = (KLY _ prantmen

aller Matrizen der GroBe (m+1)x(n+1). Das ist ein ganz normaler projektiver
Raum, nur mit doppelter Indizierung. Weiter betrachten wir die Abbildung

Om,n: {

Dabei ist u - v1 also die (m + 1) x (n + 1)-Matrix, die als Matrizenprodukt
des (m + 1)-Spaltenvektors u mit dem (n + 1)-Zeilenvektor v’ entsteht. Als
Vektor ausgeschrieben sieht das also so aus:

P x P"
([ul.lv]) =

—y pmntmtn

[u-vT]

T ([l [V]) = [uovo, . . . uoVn, urvo, . .. U1 Vny . . UmVo, - . ., U Vi ] -
Definition Die Abbildung o, , heifit die Segre-Einbettung von P™ x P".
Ihr Bild heifit eine Segre-Varietit und wird mit X, , bezeichnet.

Die Bezeichnungen sind durch die folgende Aussage gerechtfertigt.

3.5.2 Proposition Die Segre-Einbettung o, ist injektiv. Die Segre-
Varietiit %, ,, ist abgeschlossen und besteht aus allen Punkten, die durch
(m + 1) X (n + 1)-Matrizen vom Rang 1 reprisentiert werden.

Beweis. Die Menge {uv” |u € K™\ {0}, v € K"\ {0}} ist genau die Menge
aller Matrizen vom Rang 1 (Ubung). Damit ist %,, ,, die projektive Varietiit,
die von allen 2 x 2-Minoren ausgeschnitten wird, d.h. es gilt

Zmon = V+(z;jzkl = ZilZkj = Ofiri,k=0,...,m, j,l= (),...,I’l).

Daraus folgt die zweite Behauptung. Um die Injektivitit von o7, , zu zeigen,
nehmen wir an, es sind w,u’ € K™, v,v' € K" alle ungleich 0, mit
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Uberpriifen Sie, dass
A durch diese
Gleichung gegeben
ist. Warum ist A nicht
einfach durch

X0 = Y0, X1 = Y1
beschrieben?
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Punkte die ganze Zeit
als Zeilen, aber wenn
wir sie als Vektoren
interpretieren, sehen
wir sie, wie in der
linearen Algebra
tiblich, als
Spaltenvektoren.
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Uberzeugen Sie sich,
dass die h;j die
Varietdit X
beschreiben.
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[uvT] = [u’v'T]. Dann gibt es j mit uj,u]’. # 0. Ist uj' = Auj, A € K*, so folgt
[u;v"] = [Au;v'"] und damit [v] = [v’]. Genauso folgt [u] = [u']. O

Mittels der Segre-Einbettung haben wir auch einen neuen Begriff davon,
wann eine Teilmenge von X C P x P" abgeschlossen ist. Dieser passt zum
Gliick mit der vorigen Beschreibung durch bihomogene Polynome zusam-
men, wie die folgende Aussage zeigt.

3.5.3 Proposition Fiir eine Teilmenge X C P™ X P" ist o n(X) C
PmmAnR genau dann eine projektive Varietit, wenn es eine endliche Menge
T von bihomogenen Polynomen in K[xq, . . ., Xm, Y0, - . ., Yn| gibt derart, dass

X= {(P,f]) eP" xP"| f(p,q) = 0 fiir alle f ET}.

Beweis. Angenommen o, ,(X) ist abgeschlossen, das heift, es gibt homo-
gene Polynome fi,...,f, € K[z;;:i =0,...,m,j = 0,...,n] vom Grad
d; = deg(f;) mit 0y, o (X) = V4 (fi,. . ., f). Dann folgt

X={P.9 | ilOmnp.@) = = fr(Tmn(p.) = 0}.

Dabei ist fi(Tm.n(x,¥)) € k[x0,. .., Xm, Y0, - ., Yn] bihomogen vom Bigrad
(d,',d,‘), firi = 1,. R o

Sei umgekehrt 7 = {gi,...,g,} eine Menge von bihomogenen Polyno-
men vom Bigrad (d;, ¢;),i = 1,...,r,die X definiert. Falls d; > ¢, fiirein i, so
setze h;j = y?i_e"gi fir j = 0,...,nundfalls d; < e;, so setze h;; = x;i_digi

fiir j = 0,...m. Dann wird X auch durch die Menge aller A;; beschrieben
und jedes £;; ist bihomogen vom Bigrad (d;;, d;;). Ersetzt man in h;; jedes
Produkt xy; durch zi; (diese Ersetzung ist nicht eindeutig), so erhdlt man
ein homogenes Polynom /;; vom Grad d;; in K[z] mit 4;j(0ym, n(x,y)) = hij,
so dass 07, »(X) von allen E ; definiert wird. O

3.5.4 Beispiel Die Segre-Varietit ¥; ; ist das Bild der Abbildung

o1 PUx P — P ([xo, 211 [vo, v11) = [x0y0, Xoy1, X150, X131]-

Sie wird durch eine quadratische Gleichung beschrieben, ndmlich

Z1,1 = V(200211 — 201210)-

Die Teilmengen L, = {p} x P! und M, =P x {p} firp € P! entsprechen
dabei Geraden in der Segre-Fliche X . Und zwar wird die Menge L, mit
p = [a, b] unter o auf die Gerade

V. (bzoo — azio, bzor — azii)

in P3 abgebildet (und analog fiir M, ). Das reelle affine Bild £; 1 N D.(z00)
ist ein hyperbolisches Paraboloid (Sattelfliche). Die beiden Scharen von
Geraden auf der Fliche sind die genau die Scharen {L, | p € P'} und
{M,, | p € P'}, die in Abb. 3.3 dargestellt sind (sieche auch Ubung 3.5.1). ¢
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Abb. 3.3: Die Segre-Fliche X

Die Segre-Konstruktion verallgemeinert sich auch auf beliebige endliche
kartesische Produkte P™! X --- X P" von projektiven Raumen. Im Prinzip
kann man das per Induktion auf den Fall von zwei Faktoren zuriickfiihren.
Zum Beispiel konnen wir P”* x P mit X,, , € P™"*"*" identifizieren und
dann P x P X P" in der Segre-Varietit X,,,,+m+n,» realisieren. Wenn man
konkret mit dem Produkt arbeiten muss, ist das natiirlich nicht sehr elegant.
Alternativ kann man eine Segre-Varietit X, ,, als Menge der Rang-1-
Tensoren im Tensorprodukt K™*! @ .. ® K"**! definieren. Das ist die
natiirliche Verallgemeinerung von Prop. 3.5.2.

In gewisser Weise verwandt mit den Segre-Varietiten sind die Veronese-

Varietiaten. Der Raum aller Formen vom Grad d in n + 1 Variablen hat (Glié’;j” ’I’S 1V7E)R"NESE

bekanntlich die Dimension N = (™). Die Veronese-Abbildung (vom Grad  italienischer
d in Dimension n) ist gegeben durch Mathematiker
P" - pN-t
vd: { [x0,...,x,] [x"|ozeN(’)‘+1,|a| =d]

Die Veronese-Abbildung schickt einen Punkt p also auf die Auswertung aller
Monome vom Grad d in p. Sie ist eine homogene Polynomabbildung vom
Grad d. Dabei muss man sich auf eine Reihenfolge der Monome festlegen;
wir nehmen die lexikographische Ordnung.

3.5.5 Beispiele (1) Sein = 1. In diesem Fall ist die Veronese-Abbildung

d-1

va: P! — P9 [x0, x1] [xg,nglxl,...,xoxl’ ,xld].

Das ist gerade die rationale Normalkurve vom Grad d in P<.

(2) Sei d = 2 und Sym,,,;(K) der Raum aller symmetrischen Matrizen
der Grofle n + 1 mit Eintrdgen in K und

P(Sym,,,,(K)) = P(')-1 = pN-1,
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Matrizen sind hier die
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und unterhalb der
Diagonale
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Die Veronese-Abbildung v, ist dann gerade gegeben durch
vo: P" PN [u] e [u-ul ).

Denn die Eintriige der symmetrischen (n+1)x (n+1)-Matrix u-u’ sind gerade
die quadratischen Monome (u;u; | i,j = 0,...,n). Deshalb kann man mit
der Veronese-Abbildung v, dhnlich verfahren wie mit der Segre-Abbildung.
Das Bild von v, besteht aus allen symmetrischen Matrizen vom Rang 1 und
wird damit durch die Menge aller 2 X 2-Minoren definiert. O

3.5.6 Proposition Die Veronese-Abbildung ist injektiv und ihr Bild ist
abgeschlossen in PN~

Das Bild v4(P") ist die Veronese-Varietit vom Grad d der Dimension 7.

Beweis. Die Veronese-Abbildung ist eine homogene Polynomabbildung auf
P". Wir zeigen im néchsten Abschnitt, dass ihr Bild damit automatisch
abgeschlossen ist (Kor. 3.6.5). Wir geben jetzt aber einen unabhingigen
Beweis und bestimmen explizite Gleichungen fiir die Veronese-Varietit.
Auf PV-! arbeiten wir mit homogenen Koordinaten z,, @ € I', wobei
I'={ae N(’)’” | |a| = d}. Wir zeigen, dass das Bild von v, die Varietiit

Z=V:(2a28 - 2925 | @.B,y,6 el mita+B=y+6,)

ist. Die Inklusion v4(P") C Z ist klar. Sei umgekehrt [w] € Z. Dann gibt es
ein @ € I’ mit w, # 0. Durch Vertauschen der Indizes konnen wir ag > 0
annehmen. Ist ¢y < d, dann gibtes y,6 € I' mit 2 = y 4+ und yy > ap. We-
gen w2 = wyws gilt dann w,, # 0. Wir konnen also @ durch y ersetzen und,
indem wir dieses Argument ggf. wiederholen, schliefilich @ = (d,0,...,0)
annehmen. Durch Skalieren von w erreichen wir auflerdem w, = 1. Wir

setzen
up=1 —und  uj =weg-10,..1,..0

(mit der 1 auf der rechten Seite an der j-ten Stelle). Dann folgt vy ([u]) = [w]
und vy (P") = Z ist bewiesen.

Fiir die Injektivitit seien [u],[v] € P" mit vg([u]) = va([v]). Istu; =0
fiir einen Index i, dann folgt auch v; = 0, und umgekehrt. Ist #; # 0 und
v; # 0, dann sei ohne Einschriankung u; = v; = 1 und es folgt u; = ujul‘.l‘l =
vjvl.d_1 =v; fiir alle j # i. Also ist vg injektiv. O

Der Sinn der Veronese-Abbildung besteht darin, dass sie homogene Po-
lynome vom Grad d linearisiert. Denn ist f € K|[xy,...,x,] homogen vom
Grad d, f = X|q|=a CaX“, s0 gilt per Definition

vaVe(£) = va®) N Vi ()

lal=d Caza')-
Dabei ist die Gleichung auf der rechten Seite linear in den neuen Variablen
Zq- Natiirlich linearisiert die Veronese-Abbildung immer nur in einem Grad
auf einmal. Das ist aber keine wesentliche Einschriankung, wie die folgende
einfache Aussage zeigt.
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3.5.7 Proposition EsseiX = V.(f1,...,[f;) C P" Dann gibt es homogene
Polynome gi,...,8s € K[xo,...,x,] vom Grad d = max{deg(f;) | i =
L...,rtmit X =V.(g1,...,8s)

Beweis. Seid; = deg(f;),d =max{d; |i=1,...,r}und g;; = xj‘.l_d"fi. Die
gij sind homogen vom Grad ¢ und X wird von allen g;; definiert. [

3.5.8 Korollar Es sei X C P" eine projektive Varietiit. Dann gibt es d > 1

und einen linearen Unterraum L von PN™!, N = ("Zd), mit

va(X) = vg(P")N L. O

Da die Veronese-Varietit selbst durch quadratische Gleichungen defi-
niert ist, folgt aus Kor. 3.5.8 insbesondere, dass jedes homogene polyno-
miale Gleichungssystem zu einem System aus linearen und quadratischen
Gleichungen dquivalent ist. Diese Tatsache ist manchmal niitzlich. Fiir algo-
rithmische Zwecke ist die Ubersetzung in ein solches quadratisches System
allerdings nicht sehr effizient, da sowohl die Zahl der Variablen als auch der
Gleichungen schnell wichst.

Ubungen

Ubung 3.5.1 Sei o: P! x P! — P3 die Segre-Einbettung und sei p € P! ein Punkt.
Zeigen Sie, dass die Mengen o ({p} x P') und o (P' x {p}) Geraden in der Segre-
Fliche X ; sind und bestimmen Sie Gleichungen fiir diese Geraden.

Ubung 3.5.2 Es seien Ly, Ly, L3 drei paarweise disjunkte Geraden in P3 und sei
S = U{L cPp? | L ist eine Gerade mit L N L; # 0 fiiri = 1,2,3}.

Zeigen Sie, dass S projektiv dqiuvalent ist zur Segre-Varietit X; 1, das heiBt, es gibt
eine Projektivitit [P] € PGL,,;1(K) mit [P](S) = X1 1.

3.6 Elimination

Die Elimination von Variablen haben wir schon im zweiten Kapitel mehrfach
betrachtet, unter anderem fiir den Beweis des Nullstellensatzes in §2.2. Im
Allgemeinen ist die affine Varietit, die durch das Eliminationsideal definiert
wird, grofer als das Bild der Projektion (Beispiel 2.5.1(3)). Wenn man dage-
gen Variablen eliminiert, die nur homogen vorkommen, tritt dieses Problem
nicht auf. Das ist der folgende fundamentale Satz.

3.6.1 Satz (Hauptsatz der Eliminationstheorie) Gegeben seien Polynome
floe s fr € K[X0s- - s XmsV1s- - > Vn], die homogen in xg, . . ., X, sind. Sei

X = {(p7Q) eP" x A" | fl(P»‘]) = =fr(P,4) =0}

und w: P X A" — A" (p,q) v q die Projektion auf den zweiten Faktor.
Dann ist 1(X) eine abgeschlossene Teilmenge von A",

95
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Beweis. Essei g € A". Genau dann ist ¢ € 7(X), wenn

V+(f1(x’Q)" . -,fr(x,CI)) #0

gilt. Nach dem projektiven Nullstellensatz (Kor. 3.2.8) ist das genau dann
der Fall, wenn
Rd ¢ (fl(x’CI)’- . -’fr(-x’q))

fiir alle d > 1 gilt, wobei R = K[xo,. .., X;]. Fiir d > 1 sei daher

Yg={q € A" | Ra & (fi(x,q)..... fr(x.q)}.

Dann gelten Y1 5 Y, 5 ¥3 O - und 71(X) = (41 Ya. Deshalb reicht es zu
zeigen, dass Y fiir alle hinreichend groflen d abgeschlossenen ist.

Es sei d; der Totalgrad von f; in den Variablen xo, .. .,x; und es gelte
d > max{dj,...,d, }.Firfestes g € A" betrachten wir die lineare Abbildung

D, - { Ri-a, X --Rg-aq, — R4
4 (gl""’gr) = Zlegiﬁ(x’q)

Genau dann liegt g € Y5, wenn @, nicht surjektiv ist, der Rang der Abbildung
@, also kleiner als dim(Ry) = (") ist. Schreibt man @, als Matrix beziig-
lich der Monombasis hin, dann bedeutet das, dass alle Minoren der Gréf3e
(";d) verschwinden. Diese Minoren sind Polynome in g, die die Varietiit ¥,

definieren (siehe auch Ubung 2.10.6). Damit ist der Satz bewiesen. ]

3.6.2 Bemerkung Natiirlich kann man das Ideal, das die Varietit 7(X) beschreibt,
auch explizit angeben. Ist I = (fi,. .., f»), dann heif3t

I= {feK[yl,...,yn] | Fiir jedes i = 0,...,n gibtes ¢; >Omitxl.eifel}

das projektive Eliminationsideal von / und es gilt 7(X) = V(T). Wir verzichten hier
auf den Beweis (siehe z.B. Cox, Little, O’Shea [4], §8, Thm. 6).

3.6.3 Korollar Es sei X C P™ X P" eine abgeschlossene Teilmenge und
. P" X P"* — P" (p,q) — q die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann
ist 1(X) eine abgeschlossene Teilmenge von P".

Beweis. Nach Prop. 3.5.3 wird die projektive Varietdt X durch bihomoge-
ne Polynome in K[xy,. .., X, Yo, - .,yn] definiert. Betrachte die durch die
gleichen Polynome definierte Varietit X c P™x A™*! Nach dem Hauptsatz
der Eliminationstheorie ist 7(X) abgeschlossen in A"*!. Das ist genau der

affine Kegel 7(X). O

3.6.4 Proposition Ist X C P™ eine projektive Varietit und ¢: X — P"
eine homogene Polynomabbildung, dann ist der Graph von ¢

I, ={(p.q) e XXP"|peX, q=¢(p)}

eine abgeschlossene Teilmenge von X x P".
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Beweis. Es sei ¢ = (fo,- .., fn) mit fo,..., fn € K[xo,...,Xx,] homogen
vom gleichen Grad d. In homogenen Koordinaten yy, . . ., y,, auf P" gilt dann

Lo =Viifi—yifili<j,i,j=0,...,n).

Denn fiir (p,q) = ([u],[v]) bedeutet p(p) = g gerade, dass die Vektoren
(fo(w), ..., fu(u)) und (vy,...,v,) bis auf Skalierung iibereinstimmen, was
genau dann der Fall ist, wenn sie die angegebenen Gleichungen erfiillen,
welche bihomogen vom Grad (d, 1) sind. O

3.6.5 Korollar Das Bild einer projektiven Varietiit unter einer homogenen
Polynomabbildung ist abgeschlossen.

Beweis. Es sei X C P™ eine projektive Varietit und ¢: X — P" eine
homogene Polynomabbildung. Nach Prop. 3.6.4 ist der Graph I', C P x P"
eine abgeschlossene Teilmenge. Das Bild ¢(X) ist die Projektion von I, auf
P" und damit abgeschlossen nach Kor. 3.6.3. O

3.6.6 Beispiel Die projektiven rationalen Normalkurven und allgemeiner
die Veronese-Varietiten, fiir die wir bereits explizit Gleichungen bestimmt
haben, sind damit aus allgemeinen Griinden abgeschlossen. O

Da das Produkt von projektiven Raumen kein projektiver Raum ist (son-
dern eine Segre-Varietit) entspricht die Elimination im Hauptsatz der Elimi-
nationstheorie nicht der affinen Projektion. Deren projektives Analogon ist
bekanntlich die Projektion von einem Punkt, was auf die folgende Variante
des Hauptsatzes fiihrt.

3.6.7 Korollar Es sei p = [0,...,0,1] € P". Sei I C K|[xo,...,x,] ein
homogenes Ideal und X = V.(I). Es gelte p ¢ X. Dann ist r,,(X) wieder
eine projektive Varietdt, ndmlich

mp(X) = VeI N K[xo,...,Xn-1]).

Beweis. Wegenp ¢ Xistn,: X — P"~! eine homogene Polynomabbildung.
Deshalb ist das Bild 7,(X) eine abgeschlossene Teilmenge von P!, Sei
J =1nK][xy,...,x,-1]. Die Inklusion 7,(X) C V,(J) ist leicht zu sehen:
Seiq = [ap,...,an-1] € 7,(X), dann gibtes a, € K mit [ao,...,a,] € X.Ist
feInKlxg,...,xn-1], dann gilt f(ag,...,a,) = f(ap,...,an-1) = 0 und
damit g € V,(J). Die umgekehrte Inklusion zeigen wir genauso wie in Satz
2.52:Istr ¢ mp(X), dann gibtes f € K[xo,. .., x,—1] mit f(m,(g)) = O fiir
alle g € X, aber f(r) # 0, weil 7,(X) eine abgeschlossene Menge ist. Nach
dem projektiven Nullstellensatz gibt es m > 1 mit f € I. Also gilt f™(r) #
Ound f™ € I N K[xo,...,X,—1] und damitr ¢ V(I N K[xo,...,x,-1]). O

Als weitere Anwendung der Eliminationstheorie betrachten wir noch
kurz die allgemeine Diskriminante von homogenen Polynomen: Es sei f €
K[xg,...,x,] homogen vom Grad d, wobei wir der Einfachheit halber an-
nehmen, dass d nicht durch char(K) teilbar ist. Die Hyperfliche V,(f) c P"

ist genau dann reguldr, wenn V+(g—£),. . .,%) = ( gilt. Was lésst sich iiber
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die Menge aller homogenen Polynome mit dieser Eigenschaft sagen? Sei
dazu V; = K|[xy,. .., Xxn]q und

04 = {(p.[f]) € P" xPVy | V£(p) = 0}.

Die Menge ©, ist abgeschlossen in P" X PV,;, denn V f(p) = 0 ist ein System
von Polynomgleichungen in p und den Koeffizienten von f. Es folgt aus dem
Hauptsatz der Eliminationstheorie, dass die Projektion Ay = 1(®4) von @4
auf den zweiten Faktor abgeschlossen in PV ist.

Die Varietiit A, besteht aus allen irreduziblen f € Vj, fiir die die Hyper-
flache V,(f) singulir ist, sowie allen reduziblen Polynomen in V. Es gilt
A4 € PV, denn fiir jeden Grad d gibt es reguldre Hyperfldichen vom Grad d.
(Unter der Annahme char(K) 1 d ist zum Beispiel V, (xg +otxd) fiirn > 2
reguldr.) Tatsédchlich ist A4 selbst eine irreduzible Hyperflache. (Das ist mit
etwas Dimensionstheorie nicht allzu schwer zu beweisen, indem man die
Projektion von ®, auf den ersten Faktor genauer untersucht.) Die Varietit
Ay ist also durch ein einziges irreduzibles Polynom in den Koeffizienten von
f definiert, genannt die Diskriminante.

Fiir d = 1 gilt offenbar A} = 0. Der Fall d = 2, quadratische For-
men, ist ebenfalls elementar: Beschreibt man eine quadratische Form f €
K[xo,...,%xn]q durch eine symmetrische (n + 1) X (n + 1)-Matrix A als
f = xT Ax (wobei char(K) # 2), so gilt V,(Vf) = 0 genau dann, wenn A
invertierbar ist (siehe auch Ubung 3.4.5). Die Diskriminante ist also gera-
de die Determinante, aufgefasst als Polynom vom Grad n + 1 in den (";2)
Eintrdgen von A.

Man kann beweisen, dass die Diskriminante im Allgemeinen ein irredu-
zibles Polynom vom Grad (n + 1)(d — 1)" ist. In den meisten interessanten
Fillen ist dieses Polynom viel zu grof}, um direkt damit zu rechnen. Aller-
dings ist allein schon seine Existenz von Bedeutung. Fiir die Beweise und
viele weiterfiihrende Aussagen verweisen wir auf das (fortgeschrittene) Buch
von Gelfand, Kapranov und Zelevinski [6], Ch. 13.

Ubungen

Ubung 3.6.1 Geben Sie einen alternativen Beweis fiir Kor. 3.6.7 mit Hilfe von
Resultanten, indem Sie Lemma 2.2.6 verwenden oder geeignet anpassen.

Ubung 3.6.2 Es seiv: P! — P2 die quadratische Veronese-Abbildung und o-: P! x
P2 — P die Segre-Abbildung. Es seiid x v: P! x P! — P! x P2, (p,q) = (p,v(q)).
Setze ¢ = o: (id x v) und X = (P! x P1).

(a) Bestimmen Sie Gleichungen fiir X.

(b) Finden Sie eine Hyperebene H C P so, dass H N X C P* eine rationale
Normalkurve vom Grad 4 ist.

Ubung 3.6.3 Berechnen Sie die Diskriminante fiir bindre Formen (homogene Poly-
nome in K|[xg, x| |) vom Grad d fiir d < 4.
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3.7 Hilbert-Funktion und Hilbert-Polynom

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Struktur des homogenen Koordina-
tenrings einer projektiven Varietét. Es sei im Folgenden immer

R =K[xo,...,%]

der Polynomring mit der Graduierung durch den Totalgrad. Sei / ein homo-
genes Ideal in R. Wie zuvor bezeichne R; den homogenen Teil vom Grad
d von Rund I; = I N Ry den von I. Sei S der graduierte Restklassen-
ring S = R/I und S; = Ry/1; der homogene Teil vom Grad d. Nach der
Dimensionsformel gilt dann

+d
dim(Iy) + dim(Sy) = dim(Ry) = (” )
n
Definition Die Hilbert-Funktion von / ist die Funktion

o

Ist X c P" eine projektive Varietdt mit homogenem Verschwindungsideal
Z.(X), so schreiben wir fiir Hz, (x) auch Hy, die Hilbert-Funktion von X.

NO i N()
d +— dim(S;) -

Die Dimension von Z(X), ist die Anzahl unabhingiger Formen vom
Grad d, die auf X verschwinden, also die Anzahl der Hyperflichen vom
Grad d, die X enthalten. Die Hilbert-Funktion von X driickt dies aus durch
die Codimension von Z(X), in Ry.

3.7.1 Beispiele (1) Die Hilbert-Funktion des Nullideals (und damit die
Hilbert-Funktion von P") ist

+d
Hpn(d) = dim Ry = (” )
n

(2) Die Varietit X = {p,q,r} bestehe aus drei verschiedenen Punkten in P2.
Ob das Ideal Z,(X) eine Linearform enthélt oder nicht, sagt gerade, ob die
drei Punkte p, g, kollinear sind oder nicht. Es gilt also

_ | 2 falls p,q,r kollinear sind,
HX(D‘{ 3 falls nicht.

Andererseits gilt immer Hx(2) = 3. Um das einzusehen, betrachte die Ab-
K[xo,x1,x2]0 — K3

bildung
o { Kok 2 e

Fiir jede Wahl von zwei der drei Punkte p, g, r gibt es eine quadratische Form,
die in diesen beiden Punkten verschwindet, aber nicht in dem verbleiben-
den Punkt. (Zum Beispiel ein Produkt von zwei geeigneten Linearformen).
Deshalb liegen die drei Einheitsvektoren im Bild von ®, so dass @ sur-
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Damit diese
Abbildung
wohldefiniert ist,
miissen wir Vertreter
u,v,w e K3\ {0}
mit p = u], q = [v],
r = [w] wéihlen. Wir
interessieren uns aber
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jektiv ist. Damit hat der Kern von ®, welcher genau Z(X), ist, nach der
Dimensionsformel die Dimension 3. O

Das Hauptergebnis fiir diesen Abschnitt ist der folgende Satz.

3.7.2 Satz (Hilbert) Fiir jedes homogene Ideal I in K|xq,. . .,x,]| gibt es
eine Zahl dy > 0 und ein eindeutig bestimmtes Polynom Py € Q[t] mit

H(d) = P;(d)
fiir alle d > d,.

Das Polynom P; heifit das Hilbert-Polynom von I. Ist I = Z,(X) das
homogene Verschwindungsideal einer projektiven Varietét, dann schreiben
wir wieder Px anstelle von Pz, (x).

Wir geben fiir diesen Satz zwei verschiedene Beweise. Der erste Beweis
fiihrt die Aussage auf den Fall monomialer Ideale zuriick und verwendet
dafiir einige Aussagen aus Anhang B.

3.7.3 Proposition Es sei I ein homogenes Ideal in R und < eine Monom-
ordnung auf R.

(1) Ist f € R homogen vom Grad d, dann auch jeder Standardrest von f
modulo I beziiglich <.

(2) Das Ideal I und sein Leitideal LI(I) beziiglich < haben dieselbe
Hilbert-Funktion.

Beweis. (1) Sei r ein Standardrest von f modulo [ beziiglich <. Per Defini-
tion gilt f — r € I und r enthélt kein Monom aus LI(7). Fiir e # d gilt also
re = (f —r)e € I,. Wire r, # 0, so ldge das Leitmonom von r, also in LI(/),
ein Widerspruch dazu, dass r ein Standardrest ist.

(2) Sei d > 1. Nach Lemma B.1.1 liegt eine Form f vom Grad d genau
dann im monomialen Ideal LI(/),, wenn alle in f vorkommenden Monome
in LI(I)4 liegen. Deshalb bilden die Monome x® vom Grad d, die nicht in
LI(I), enthalten sind, eine Basis des Vektorraums Ry /LI(1)4.

Ist f € R homogen vom Grad d, so ist ein Standardrest  von f modulo /
beziiglich < wieder homogen vom Grad d, nach (1). Aulerdem gilt f—r € I
und kein Monom in r liegt in LI(7). Deshalb bilden die Monome x® vom Grad
d, die nicht in LI(1)4 liegen, auch eine Vektorraum-Basis von R;/I;. Damit
haben beide Rdume die gleiche Dimension und die Hilbert-Funktionen damit
denselben Wert an der Stelle d. O

Beweis von Satz 3.7.2. Nach Prop. 3.7.3(2) konnen wir I durch sein Leitideal
beziiglich irgendeiner Monomordnung ersetzen und deshalb ohne Einschrin-
kung annehmen, dass / ein monomiales Ideal ist. Es sei also / erzeugt von
k Monomen, und wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach k. Fiir
k = 0ist I = (0) und die Hilbert-Funktion ist H)(d) = ("}). Dies ist ein
Polynom in d, ndmlich

P(O)(l) = (l-’:n) = %(l-‘r 1)...(t+n).
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Seik >0Oundseil =J+ (x'B ), wobei J von k Monomen erzeugt ist, etwa
J=(x . ,x).

Setze
J=UJ:P)={feR: FPfel).

Nach Lemma B.1.1 gilt nun

x%i
= —ggT(x"i,xﬁ) D=

’

L....kJ.

Setze e = |B| und betrachte fiir d > e die lineare Abbildung
Ri-e = (I/D)a, f = ¥PF.

Sie ist surjektiv und ihr Kern ist gerade J),_ . Nach der Dimensionsformel gilt
deshalb dim(R4-.) = dim(J),_,) + dim(I/J)4. AuBerdem ist dim(//J)s =
dim(Z;) — dim(J4) und deshalb zusammen

dim(Rg-.) = dim(J)_,) + dim(/y) — dim(Jy).

Daraus folgt dim(Ry-¢) — dim(J),_,) = (dim(Ry) — dim(J)) — (dim(Ry) —
dim(1,)), also
Hi(d) = H;(d) - Hy(d - e).

Nach Induktionsvoraussetzung angewandt auf J und J’ gibt es also dy > e
mit

Hi(d) = Py(d) - Py(d —e)
fiir alle d > dp. Also ist P;(t) — Py(t — e¢) das Hilbert-Polynom von 1.

Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass zwei Polynome, die an unendlich vielen
Stellen iibereinstimmen, gleich sind. O

3.7.4 Beispiele (1) Die Hilbert-Funktion von P" ist bereits ein Polynom
und stimmt deshalb mit dem Hilbert-Polynom iiberein, ndmlich

P]Pm(t) = (t -’:n)

(2) Es sei X c P? eine Kurve, gegeben durch ein reduziertes homogenes
Polynom f € K[xg,x1,x2] vom Grad d. Dann gilt Z,(X) = (f), und fiir
e > d besteht der homogene Teil (f), gerade aus allen Formen vom Grad
e, die durch f teilbar sind. Mit anderen Worten, die Multiplikation mit f
definiert einen Vektorraumisomorphismus

K[x0, X1, %2]e—a = (f)e 8 g -

Es folgt

e—d+2 -
am() = 2 feezd
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und damit
e+2 e—d+2 d(d-3) .
= — = . - = >
Hx(e) ( 5 ) ( 5 ) d-e > (fir e > d),
Px(t) = dt — @

(3) Genauso geht das fiir n > 2. Das Hilbert-Polynom einer Hyperfliche
X c P" vom Grad d ist

t+n t—d+n
Px(t) = - =
n n
d I .
= Wl + Terme von niedrigerem Grad in ¢ O
n—1)!

Die Werte des Hilbert-Polynoms in den natiirlichen Zahlen stimmen per
Definition ab einem gewissen Grad mit der Hilbert-Funktion iiberein. Aber
auch der Grad und die Koeffizienten des Hilbert-Polyoms einer projektiven
Varietit enthalten wichtige Informationen.

3.7.5 Satz IstI C R ein homogenes Ideal, dann gilt dim(V.(I)) = deg(Py).
Insbesondere stimmt die Dimension einer projektiven Varietdt mit dem Grad
des Hilbertpolynoms ihres homogenen Koordinatenrings iiberein.

Man beachte, dass nicht vorausgesetzt wird, dass I ein Radikalideal ist.
Der tibliche Beweis fiir Satz 3.7.2 hat den Vorteil, dass er die Dimensions-
aussage gleich mit beweist. Der kurze Beweis mit Hilfe von Grobner-Basen
liefert diese Information leider nicht. Einige Beispiele, bevor wir den Beweis
diskutieren.

3.7.6 Beispiele Die folgenden Dimensionen ergeben sich sofort aus den
Berechnungen in den Beispielen 3.7.4 und den Ubungen.

(1) Der projektive Raum P" hat die Dimension 7.

(2) Eine Hyperflache V. (f) in P" hat die Dimension n — 1.

(3) Die rationale Normalkurve in P hat die Dimension 1 (siehe Ubung).
(4) Die Veronese-Varietit v;(P") hat die Dimension n (sieche Ubung).

(5) Die Segre-Varietit X, ,, hat die Dimension m + n (siche Ubung).

(6) Jede endliche Varietit hat die Dimension 0. O

Unser néchstes Ziel ist der Beweis von Satz 3.7.5, wobei wir auch einen
zweiten Beweis fiir die Existenz des Hilbert-Polynoms geben.

Als erstes bemerken wir, dass das Hilbert-Polynom ein numerisches
Polynom ist, das heif3t, ein Polynom f € Q[¢] mit f(d) € Z fiir alle d > 0.
Diese Polynome bilden einen Teilring von Q[z], der Z[¢] enthélt. Er enthilt
noch weitere Elemente, wie etwa die Binomialkoeffizienten

t 1
(k)zﬁt(t—l)~~~(t—k+l)
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fiir jedes k > 0, aufgefasst als Polynome in z. Das folgende Lemma und sein
Beweis finden sich so oder dhnlich in mehreren Biichern iiber kommutative
Algebra. Fiir jede Funktion #: Q — Q verwenden wir die Notation

Ah(t) = h(t + 1) — h(z).

3.7.7 Lemma (1) Jedes numerische Polynom vom Grad m in Q[t] ist
eine Z-Linearkombination der Polynome (;) mit 0 < k < m.
(2) Es sei h: Z — Z eine Funktion. Genau dann gibt es ein Polynom
p € Q[t] vom Grad m + 1 mit h(d) = p(d) fiir alle d > 0, wenn es
q € Q[t] vom Grad m mit Ah(d) = q(d) fiir alle d > 0 gibt.

Beweis. (1) Das beweisen wir durch Induktion nach m. Fiir m = 0 ist nichts
zu zeigen. Sei also m > 0. Da jedes der Polynome (;) den Grad k hat, ist
klar, dass diese Polynome fiir k = 0,. .., m eine Q-Basis von Q[t]<,, bilden.
Ist also g ein numerisches Polynom vom Grad m, dann konnen wir zunéichst

10 =an( 1]+, )+ 0

mit co, . ..,cm € Q schreiben. Es gilt A(;) = (,,) (nach der Identitiit von
Pascal fiir die Binomialkoeffizienten) und damit

t 1
Ag(t) = ¢ + Cm-1 +---+cy.
m-—1 m—2

Nach Induktionsannahme folgt daraus cy,. .
muss dann auch ¢y € Z gelten.
(2) Wir kdnnen ¢g wie in (x) darstellen. Setze dann

p(t) = Cm(mi 1) +cm1(:n) +"'+Co(;).

Daraus folgt Ap = ¢ und nach Voraussetzung damit A(h — p)(d) = O fiir alle
d > 0.Das bedeutet gerade, dass es eine Konstante ¢ € Z mit i(d)—p(d) = ¢
fiir alle d > 0 gibt, und damit 4(d) = p(d) + c fiir alle d > 0. O

.,Cm € Z. Da g numerisch ist,

Als weiteres Hilfsmittel brauchen wir die Primérzerlegung eines Ideals
(siche §A.2; dort besonders Ubung A.2.7). Jedes homogene Ideal I C R
besitzt eine homogene Primérzerlegung

I=Ln---NnlI,

was insbesondere bedeutet, dass die Radikalideale \/E prim sind (dies sind
die assoziierten Primideale von I). Fiir die projektiven Varietiten heifit das

Vi) =Vi(h) V- UVL(Iy),

wobei die Varietdten V., (I;) irreduzibel sind. Dabei sind drei verschiedene
Fille zu unterscheiden:
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(i) Vi(I;) ist eine irreduzible Komponente von V. (I).
(ii) V+(I;) € Vi(I) fiir ein k # j. In diesem Fall ist I; fiir die Varietit
V. (I) unwesentlich (eine sogenannte eingebettete Komponente von 7).
(i) Vi(I;) = 0; dann gilt (xo,...,x,) C +/I; nach dem projektiven Null-
stellensatz 3.2.7.

3.7.8 Lemma Es sei I C R ein homogenes Ideal mit homogener Primdir-
zerlegung
I=hLn---NI.

Sei S = R/I der graduierte Restklassenring und X = V. (I) C P". Angenom-
men f € R ist homogen vom Grad e mit der Eigenschaft, dass V.(f) keine
der Varietdten V. (I;) enthdlt, es sei denn V. (I;) = 0. Dann gibt es ¢’ > e
derart, dass die lineare Abbildung

{ Sa-e — Sa
(7B — —_

g = fg
fiir alle d > e’ injektiv ist.

Beweis. Fiir die Ideale /; in der Primérzerlegung miissen wir zwei Fille
unterscheiden. Falls V,(I;) = 0 gilt, so gibt es d; > 0 mit Rg; C Ij nach
dem projektiven Nullstellensatz (Kor. 3.2.8). Falls keine solche Komponente
existiert, setze e’ = e, andernfalls setze ¢’ = max{e+d;: V.(I;) = 0}.Istnun
g€Simitd > e’ undE =01in Sy, dann also fg € I und damit fg € I;
fir j = 1,...,r. Falls V(I;) # 0, so folgt f ¢ +/I; aus der Voraussetzung
an f und deshalb g € I;. Falls V(I;) = 0, so folgt ebenfalls g € I; wegen
deg(g) > d;. Es folgt also g € I und damit g = 0, wie behauptet. O

3.7.9 Beispiel Es seil = (xox1,x7) C K[xp,x;]und X = V. (/). Dann gilt
X = {[1,0]} c P!, so dass xq auf keiner irreduziblen Komponenten von X
verschwindet. Es ist aber I C Z,(X) wegen x; € Z,(X) \ I. Betrachte wie
im Beweis des Lemmas die lineare Abbildung

o { (K[x0,x1]/Da-1 — (K[x0,x1]/1)a
d: - 0.
8 = &g Xo

Dann ist @ nicht injektiv, denn a(x7) = Xox; = 0, aber x| # 0. Aber a, ist
injektiv, da I, jede quadratische Form enthilt, die in [1,0] verschwindet. ¢

Zweiter Beweis von Satz 3.7.2 und von Satz 3.7.5. Es sei X = V,(I) und
m = dim(X). Wir zeigen die Existenz des Hilbert-Polynoms P; mit H;(d) =
P;(d) fiir d > 0 und m = deg(Py) durch Induktion nach m. Als Induktions-
anfang nehmen wir den Fall X = (. Nach dem projektiven Nullstellensatz
(Kor. 3.2.8) gilt dann I; = Ry fiir d > 0. Also gilt fiir die Hilbert-Funktion
hy(d) = 0 fiir d > 0 und P; = 0 ist das passende Hilbert-Polynom. AuB3er-
dem ist dim(X) = deg(Py) = —co.

Sei nun m > 0. Dann konnen wir durch Koordinatenwechsel ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass die Voraussetzungen des vorangehenden Lem-
mas fiir f = xq erfiillt sind. Es sei also S = R/I. Nach dem Lemma ist die
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lineare Abbildung
@q: Sa-1 = Sa.8 — § - Xo.

injektiv fiir alle d > 0. Das Bild von a ist gerade das Ideal (xy),. Fiir die
Hilbert-Funktionen gilt H;(d) = dim S; und

Hii(xy)(d) = dim(S/(X0))a = dim(Sq) — dim((x0)4) = Hi(d) — H;(d — 1)

fiir 4 > 0. Nun gilt dim(X N V;(x)) = m — 1 nach Satz 2.9.1 (bzw. Satz
4.5.3). Nach Induktionsvoraussetzung stimmt Hy.(x,)(d) also fiir d > 0 mit
einem Polynom Py, vom Grad m — 1 iiberein. Damit folgt die Behauptung
fiir H; aus Lemma 3.7.7(2). O

3.7.10 Bemerkung Das Hilbert-Polynom einer projektiven Varietit enthélt noch
weitere Invarianten. Ist X C P" eine projektive Varietit der Dimension m, dann kann
man sich iiberlegen, dass der Leitkoeffizient von Py multipliziert mit m! eine positive
ganze Zahl ist (Ubung 3.7.2). Diese Zahl heifit der Grad von X. Aus der Berechnung
des Hilbert-Polynoms in Beispiel 3.7.4(3) folgt, dass der Grad einer Hyperfliche
Vi (f) mit deg(f) = d gleich d ist, also mit dem tiblichen Grad iibereinstimmt.

Auch der konstante Term des Hilbert-Polynoms hat einen Namen. Ist X eine
projektive Varietit der Dimension m, so heifit die Zahl (—1)"(px(0) — 1) das arith-
metische Geschlecht von X. Besonders wichtig ist diese Invariante fiir Kurven,
also im Fall m = 1. Nach Beispiel 3.7.4(2) hat eine ebene Kurve vom Grad d das
arithmetische Geschlecht

C(d=1) _(d-1)d-2)
e )2

Das arithmetische Geschlecht spielt eine grofie Rolle in der systematischen Theorie
der algebraischen Kurven bzw. der Riemannschen Fldchen.

Ubungen

Ubung 3.7.1 Es sei X eine Menge von m Punkten in P” und sei Hy die Hilbert-
Funktion von X. Zeigen Sie: Fiir alle d > m — 1 gilt Hx(d) = m.

Ubung 3.7.2 Sei f € Q][] ein numerisches Polynom vom Grad d. Zeigen Sie,
dass der Leitkoeffizient von f multipliziert mit d! und der konstante Term von f
ganzzahlig sind.

Ubung 3.7.3 (1) Bestimmen Sie das Hilbert-Polynom, den Grad und das arith-
metische Geschlecht der rationalen Normalkurve in P,

(2) Bestimmen Sie das Hilbert-Polynom und den Grad der Veronese-Varietéten.

ﬂbung 3.7.4 Es sei X c P" eine Menge von m Punkten und sei d > 0. Beweisen
Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(1) Die Hilbert-Funktion Hy erfiillt Hy(d) = m.

(2) Die Punktauswertungen {up | p € X}, gegeben durch up : K[xq,...,xnlqg —
K, f — f(p), sind linear unabhiingige Elemente im Dualraum K| x, . . .,xn]Zl.

(3) Fiir jedes p € X gibtes ein f € K[x,...,xn]qg mit f(g) = O fiir alle g € X,
g # pund f(p) # 0.
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KariTEL 4

Lokale Geometrie

In der projektiven Geometrie haben wir affine Varietiten durch Hinzunah-
me von Punkten im Unendlichen vergréBert. In diesem Kapitel gehen wir
in gewisser Weise den umgekehrten Weg und verkleinern die Varietiten,
indem wir zu offenen Teilmengen iibergehen. Das fiihrt auf die sogenannten
quasiprojektiven Varietéten, die fiir viele Fragen flexibler sind als affine oder
projektive und beide Typen von Varietiten beinhalten.

4.1 Topologische Riume

Bislang haben wir die Zariski-Topologie nur als Sprechweise gebraucht. In
diesem Kapitel wird die Topologie eine grofere Rolle spielen.

Definition Es sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Menge von
Teilmengen von X, die offenen Mengen von X, mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die leere Menge und die ganze Menge X sind offen.
(2) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.
(3) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

Eine Teilmenge Y C X heif3t abgeschlossen, wenn X \ Y offen ist. Die Menge
X zusammen mit einer Topologie heifit ein topologischer Raum.

Die abgeschlossenen Mengen in einem topologischen Raum X haben
entsprechend die Eigenschaften:

(1’) Die leere Menge und die ganze Menge X sind abgeschlossen.

(2’) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.

(3’) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.

Da sich offene und abgeschlossene Mengen gegenseitig bestimmen, kann
eine Topologie wahlweise durch Angabe der offenen oder der abgeschlosse-
nen Teilmengen spezifiziert werden.
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4 Lokale Geometrie

4.1.1 Beispiele (1) Die Menge aller affinen Varietiten in A" und die
Menge aller projektiven Varietdten in P" erfiillen die Eigenschaften der
abgeschlossenen Mengen einer Topologie und bestimmen damit die Zariski-
Topologie auf A" und P".

(2) Auf jeder Menge X gibt es die diskrete Topologie, in der alle Teil-
mengen offen (und damit auch alle Teilmengen abgeschlossen) sind. Die
Zariski-Topologie auf einer nulldimensionalen (endlichen) Varietit ist die
diskrete Topologie. Ebenso gibt es die indiskrete Topologie, in der nur 0
und X offen bzw. abgeschlossen sind. Etwas interessanter ist die co-endliche
Topologie, in der genau die endlichen Teilmengen von X sowie X selbst
abgeschlossen sind. Die Zariski-Topologie auf A! oder P! stimmt mit der
co-endlichen Topologie iiberein.

(3) Auf R" und C" hat man die iibliche Topologie, in der eine Teilmenge
Y abgeschlossen ist, wenn sie zu jeder konvergenten Folge aus Y auch den
Grenzwert enthilt. Wenn wir darauf Bezug nehmen wollen, nennen wir sie
zur Unterscheidung von der Zariski-Topologie die euklidische Topologie.
Jede Zariski-abgeschlossene Teilmenge von C" ist auch abgeschlossen in
der euklidischen Topologie — die euklidische Topologie ist feiner als die
Zariski-Topologie, die Zariski-Topologie ist grober als die euklidische. ¢

Definition Es sei X ein topologischer Raum. Fiir x € X heiBt jede offene
Teilmenge U von X, die x enthilt, eine offene Umgebung von x in X.

Definition Der Abschluss einer Teilmenge W c X ist die kleinste ab-
geschlossene Teilmenge von X, die W enthilt, also der Durchschnitt aller
abgeschlossenen Teilmengen, die W enthalten, und wird mit W bezeichnet.
Die Teilmenge W heift dicht, wenn W = X gilt.

Genau dann liegt ein Punkt im Abschluss von W, wenn er keine offene
Umgebung besitzt, die W nicht schneidet. Insbesondere ist W C X genau
dann dicht, wenn jede offene Teilmenge von X Punkte aus W enthiilt.

Definition Es sei X ein topologischer Raum und W C X eine Teilmenge.
Eine Teilmenge U C W heif3t offen in W, wenn es eine offene Teilmenge U’
von X gibt mit U = U’ N W. Die so definierte Topologie auf W heift die
Teilraumtopologie (oder Spurtopologie) auf W in X.

Entsprechend ist Z ¢ W genau dann abgeschlossen in W, wenn es eine
abgeschlossene Teilmenge Y ¢ X mit Z =Y N W gibt.

4.1.2 Beispiel Es sei X = R3 mit der euklidischen Topologie und ¥ = 2
die Sphére mit Radius 1 um den Ursprung mit der Teilraumtopologie, inter-
pretiert als die Erdoberfliache. Die Menge aller Punkte auf der Erdoberfliche,
die von Dortmund hochstens (<) 100km entfernt sind, ist abgeschlossen in Y
und auch abgeschlossen in X. Die Menge aller Punkte auf der Erdoberflache,
die von Dortmund weniger (<) als 100km entfernt sind, ist offen in Y, aber
nicht offen in X; siehe auch Ubung 4.1.1. O

Definition Eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums X ist
eine Familie (U;);¢; von offenen Teilmengen von X mit X = (J;¢; U;.



4.1 Topologische Raume

4.1.3 Lemma Es sei X ein topologischer Raum und X = |J;¢; U; eine
offene Uberdeckung von X. Genau dann ist eine Teilmenge Y C X abge-
schlossen, wenn'Y N U, fiir alle i € I abgeschlossen in U ist.

Beweis. Ist Y abgeschlossen, dann sind die Schnitte ¥ N U; abgeschlossen
in U;, nach Definition der Teilraumtopologie. Ist umgekehrt Y nicht abge-
schlossen, dann gibt es einen Punkt x € Y \ Y und einen Index i mit x € U;.
Da U; offen ist, ist jede offene Umgebung V von x in U; auch offen in X,
woraus V NY # 0 folgt. Also ist Y N U; auch nicht abgeschlossen in U;. [

Ahnlich einfach aber weniger vertraut ist der folgende Begriff, der im
nichsten Abschnitt wichtig sein wird.

4.1.4 Lemma und Definition Sei X ein topologischer Raum. Eine Teil-
menge W C X heif3it lokal abgeschlossen, wenn sie die folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfiillt:

(i) Die Menge W ist der Durchschnitt einer offenen und einer abgeschlos-
senen Teilmenge von X.

(i) Die Menge W ist offen in ihrem Abschluss w.

Beweis. (i):(@. EsseiW =UNY mitU cX offenundY C X abgeschloi
sen. Dann gilt W C Y und damit W = U N W, was zeigt, dass W offen in W
ist. (ii)=(i) ist trivial. O

4.1.5 Beispiele (1) Jede offene Teilmenge eines topologischen Raums ist
lokal abgeschlossen, ebenso jede abgeschlossene Teilmenge.

(2) In A? ist die Menge V(x;) \ {(0,0)} (also die senkrechte Achse ohne
den Ursprung) lokal abgeschlossen in der Zariski-Topologie. (Fiir K = C
ist sie auch lokal abgeschlossen in der euklidischen Topologie). Sie ist aber
weder offen noch abgeschlossen in AZ.

(3) Ihr Komplement (A% \ V(x;)) U {(0,0)} ist nicht lokal abgeschlossen
(weder in der Zariski-Topologie noch in der euklidischen fiir K = C). O

Sind X; und X, topologische Raume, dann kann man das kartesische
Produkt X; X X, mit einer Topologie versehen, die aus der von X; und X,
zusammengesetzt ist, der Produkt-Topologie. Das ist schon und gut, aller-
dings ist die Zariski-Topologie auf A™ x A" = A™*" fiir m,n > 1 nicht die
Produkttopologie. Das Beispiel m = n = 1 suggeriert dies bereits: Denn die
Zariski-Topologie auf A! ist die co-endliche Topologie, wihrend die Zariski-
Topologie auf A! x A' = A? viele unendliche abgeschlossene Teilmengen
hat, nimlich alle ebenen Kurven. Sie ist also nicht in einfacher Weise aus der
Topologie auf den beiden Faktoren zusammengesetzt. (Fiir diese Aussage
und die Definition der Produkttopologie siehe Ubung 4.1.2).

Definition Es sei X # 0 ein topologischer Raum. Der Raum X heiBt
reduzibel, wenn es zwei abgeschlossene Teilmengen Y;, ¥ von X gibt mit

X=Yuhund Y, # X.

Der Raum X heifit unzusammenhéngend, wenn es solche Teilmengen Y;,Y>
gibt, die zusitzlich Y; N Y, = 0 erfiillen.
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Ein nicht-leerer Raum, der nicht reduzibel ist, hei3t irreduzibel. Ein
Raum, der nicht unzusammenhingend ist, heilt zusammenhingend. Eine
Teilmenge ¥ C X heilit (ir)reduzibel bzw. (un)zusammenhingend, wenn
sie in der Teilraumtopologie die entsprechende Eigenschaft hat. Die leere
Menge ist nicht irreduzibel und nicht zusammenhéngend.

4.1.6 Beispiele (1) Jede irreduzible Menge ist zusammenhéngend.

(2) Fiir affine oder projektive Varietiten mit der Zariski-Topologie stimmt
die Definition von irreduzibel mit den vorigen Definitionen iiberein.

(3) In der euklidischen Topologie auf R" oder C" spielt Zusammenhang
fiir die Analysis und Geometrie eine wichtige Rolle. Irreduzibilitit ist dage-
gen vollig uninteressant, denn die einpunktigen Mengen sind die einzigen
Beispiele (sieche Ubung 4.1.7).

(4) In A? ist die Varietit V(x1x2) = V(x1) U V(x;) (die Vereinigung
zweier sich schneidender Geraden) reduzibel aber zusammenhingend.

4.1.7 Proposition Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Der Abschluss einer irreduziblen Teilmenge von X ist irreduzibel.

(2) Ist X irreduzibel, so ist jede nicht-leere offene Teilmenge von X irre-
duzibel und dicht in X, das heif3t je zwei nicht-leere offene Teilmengen
von X haben nicht-leeren Schnitt.

Beweis. (1)SeiY c X irreduzibel. Falls Y =Y,UY mith, Y abgeschlossen
inY, so folgt Y C Yj oder Y C Y», weil Y irreduzibel ist. Weil ¥; und Y,
abgeschlossen sind, folgt Y = Y; oder Y = Y,.

(2) Sei U c X offen, U # 0. Dann gilt X = UU (X \ U). Da X irreduzibel
ist und X \ U C X gilt, folgt U = X. Seien ¥; und Y» abgeschlossene
Teilmengen von X mit U = (Y, NU) U (Y, NU). Wiare Y] UY, C X, so wire
U C X. Also folgt ¥; = X oder ¥» = X, weil X irreduzibel ist. O

SchlieBlich betrachten wir noch Abbildungen zwischen topologischen
Réumen, beginnend mit der folgenden vertrauten Definition.

Definition Eine Abbildung ¢: X — Y zwischen zwei topologischen Riu-
men heifit stetig, wenn folgendes gilt: Fiir jede offene Teilmenge U C Y
ist 9! (U) offen in X. Eine stetige Bijektion zwischen X und Y mit stetiger
Umkehrabbildung heifit ein Homéomorphismus.

4.1.8 Beispiele (1) Die Projektion A™ x A" — A™ auf den ersten Faktor
ist stetig in der Zariski-Topologie.

(2) Fiir jedes Polynom f € K[xy,...,x,] ist die Funktion f: A" — K
stetig in der Zariski-Topologie. O

Allgemeiner sind Morphismen bzw. homogene Polynomabbildungen
zwischen affinen bzw. projektiven Varietiten stetig in der Zariski-Topologie,
was wir spiter beweisen. Die Stetigkeit allein sagt dagegen nicht viel aus.

4.1.9 Beispiel Sind C; und C, zwei affine Kurven, dann ist die Zariski-
Topologie die co-endliche Topologie. Deshalb ist jede Abbildung C; — C;
mit endlichen Fasern stetig, zum Beispiel jede injektive Abbildung. O



4.1 Topologische Raume

4.1.10 Lemma Sei ¢: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologi-
schen Rdumen. Ist Z C X zusammenhdngend bzw. irreduzibel, so ist auch
©(Z) zusammenhdngend bzw. irreduzibel.

Beweis. Sei Z c X irreduzibel. Ist ¢(Z) C Z; U Zp mit Z;,Z, C Y abge-
schlossen, so folgt Z ¢ ¢~'(Z) U ¢ 1(Z,). Da ¢ stetig ist, sind ¢~'(Z;)
und ¢~!(Z,) abgeschlossen. Also folgt Z ¢ ¢~(Z;) oder Z c ¢~ (Z)
und damit ¢(Z) = Z; oder ¢(Z) = Z,, was zeigt, dass ¢(Z) irreduzibel
ist. Ist Z zusammenhiéngend und gilt zusétzlich Z; N Z, = 0, dann auch
¢ 1(Z1) N ¢™1(Z,) = 0 und die Behauptung folgt entsprechend. O

Definition Eine Abbildung ¢: X — Y zwischen topologischen Ridumen
heif3t offen bzw. abgeschlossen, wenn (W) fiir jede offene bzw. abgeschlos-
sene Teilmenge W von X wieder offen bzw. abgeschlossen in Y ist.

4.1.11 Beispiel Tm allgemeinen muss eine stetige Abbildung weder offen
noch abgeschlossen sein. Wir haben schon mehrfach gesehen, dass die Pro-
jektion A> — A auf den ersten Faktor nicht abgeschlossen ist, denn die
abgeschlossene Teilmenge V(1 — x;x;) hat das Bild A; \ {0}. Allerdings
sind Projektionen immer offen (Ubung 4.1.6). AuBerdem haben wir mit Eli-
minantionstheorie bewiesen, dass homogene Polynomabbildungen zwischen
projektiven Varietéiten abgeschlossen sind (Kor. 3.6.5). O

Definition Ein topologischer Raum X heiBt noethersch, wenn er die ab-
steigende Kettenbedingung fiir abgeschlossene Mengen besitzt: Ist

Yo¥bo---

eine absteigende Folge von abgeschlossenen Teilmengen von X, dann gibt
es einen Index m mit Y, = Yy, fiir alle k > m.

Die affinen und projektiven Varietiten in A" bzw. P" (allgemeiner al-
le Teilmengen in der Teilraumtopologie) sind noethersch in der Zariski-
Topologie (nach Lemma 2.3.4). Wie die Irreduzibilitit ist diese Eigenschaft
auf die Zariski-Topologie zugeschnitten und fiir andere topologische Rdume
selten relevant (siehe auch Ubung 4.1.7).

4.1.12 Proposition Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

(i) X ist noethersch.

(ii) Jede nicht-leere Menge von abgeschlossenen Teilmengen von X besitzt
ein minimales Element.

(iti) X besitzt die aufsteigende Kettenbedingung fiir offene Mengen.

(iv) Jede nicht-leere Menge von offenen Teilmengen von X besitzt ein maxi-
males Element.

Beweis. Ubung 4.1.8. O

4.1.13 Korollar Jeder noethersche topologische Raum ist quasikompakt,
das heift, jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
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Beweis. Ist X = |J;¢; U; eine offene Uberdeckung von X, dann betrach-
ten wir die Menge U aller endlichen Vereinigungen der Mengen U;. Nach
Prop. 4.1.12 besitzt I/ ein maximales Element, etwaY = U; U---UU;, . Aus
der Maximalitdt von Y folgt dann unmittelbar ¥ = X. O

Die Kompaktheit in der Zariski-Topologie ist nur gelegentlich von Nutzen
und ist nicht anndhernd so wichtig wie Kompaktheit in der euklidischen
Topologie in R" oder C".

SchlieBlich definieren wir noch irreduzible Komponenten, die sich im
Wesentlichen genauso verhalten wie fiir affine oder projektive Varietéten.

4.1.14 Proposition In einem noetherschen topologischen Raum X ist jede
nicht-leere abgeschlossene Teilmenge Y eine endliche Vereinigung

Y=Yu---uy,

von irreduziblen abgeschlossenen TeilmengenYy,. . .,Y,, mitY; ¢ Y; fiiri # j.
Diese Teilmengen sind bis auf Vertauschung eindeutig bestimmt und heiflen
die irreduziblen Komponenten von X.

Beweis. Vollig analog zum Beweis von Satz 2.3.5. O

Ubungen

Ubung 4.1.1 Es sei X ein topologischer Raum und ¥ C X eine Teilmenge. Uber-
zeugen Sie sich, dass die Teilraumtopologie auf Y eine Topologie ist. Uberlegen Sie,
was folgende Aussage bedeutet: Die Teilraumtopologie ist die grobste Topologie auf
Y, die die Inklusionsabbildung ¥ — X stetig macht.

Ubung 4.1.2 Es seien X; und X, topologische Riume. Die Produkttopologie auf
X1 X Xp ist wie folgt definiert: Eine Menge ist offen in X; X X, wenn sie als
(beliebige) Vereinigung von Mengen der Form U; X U,, mit Uy € X; und U, C X;
offen, geschrieben werden kann.

(a) Zeigen Sie, dass die Produkttopologie eine Topologie ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Zariski-Topologie auf A™*" fiir m,n > 1 echt feiner als
die Produkttopologie von A und A" ist.

Ubung 4.1.3 Zeigen Sie, dass ein topologischer Raum genau dann irreduzibel ist,
wenn je zwei nicht-leere offene Teilmengen nicht-leeren Schnitt haben.

Ubung 4.1.4 Ein topologischer Raum X heift HausdorfP’sch, wenn zu je zwei
Punkten x # y in X offene Teilmengen U,V Cc X mitx e U,y e VundUNV =0
existieren. Zeigen Sie, dass A" und P" mit der Zariski-Topologie fiir n > 1 niemals
HausdorfF’sch sind.

Ubung 4.1.5 Sei ¢: X — Y stetig. Zeigen Sie, dass ¢(X) C ¢(X) gilt.
Ubung 4.1.6 Zeigen Sie: Die Projektion 7: A™ x A" — A" auf den ersten Faktor

ist offen in der Zariski-Topologie. (Hinweise: Reduzieren Sie auf den Fall n = 1;
bestimmen Sie 7(A™+!\ V() fir f € K[x1,...,xm][y].)
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Ubung 4.1.7 Zeigen Sie:

(a) Die irreduziblen Teilmengen von R” in der euklidischen Topologie sind genau
die einelementigen Teilmengen.

(b) Die noetherschen Teilmengen von R in der euklidischen Topologie sind
genau die endlichen Teilmengen.

Ubung 4.1.8 Beweisen Sie Prop. 4.1.12.

Ubung 4.1.9 Zeigen Sie:

(a) Jeder Teilraum eines noetherschen topologischen Raums ist noethersch.

(b) Ist X ein noetherscher topologischer Raum und ¢: X — Y eine stetige Abbil-
dung, dann ist ¢(X) noethersch.

4.2 Quasiaffine und quasiprojektive Varietiten

Definition Eine quasiaffine Varietiit ist eine lokal abgeschlossene Teil-
menge des affines Raums A”. Eine quasiprojektive Varietiit ist eine lokal
abgeschlossene Teilmenge des projektiven Raums P”. Eine Varietit ist eine
quasiaffine oder quasiprojektive Varietét.

Eine Varietit ist (nach Lemma 4.1.4) also gerade eine offene Teilmenge
einer affinen oder einer projektiven Varietit. Wir versehen jede solche Menge
mit der Teilraumtopologie in der Zariski-Topologie.

Definition (1) Essei V c A" eine quasiaffine Varietit. Eine Funktion
f: VoK

heifit regular auf V, wenn folgendes gilt: Fiir jeden Punkt p € V
gibt es eine offene Umgebung U von p in V und Polynome g,h €
K[x1,...,x,] mit V(h) " U = 0 und

_5(@)
h(q)

(2) Essei V c P" eine quasiprojektive Varietit. Eine Funktion

f(q) fiiralleqg € U.

f: V=K

heift reguldr auf V, wenn folgendes gilt: Fiir jeden Punkt p € V
gibt es eine offene Umgebung U von p in V und homogene Polynome
g,h € K[xo,...,x,] vom gleichen Grad mit V. (h) N U = @ und

@)

f(q) fiiralleg € U.

Die Summe und das Produkt zweier reguldrer Funktionen ist wieder
regulir (denn fiir jeden Punkt kann man die Umgebungen schneiden und dann
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die entsprechenden Briiche addieren bzw. multiplizieren). Die reguldren
Funktionen auf einer Varietdt V bilden damit einen Ring

ow) = {f: Vo K| fist reguléir}

den Ring der reguliren Funktionen auf V. Dieser Ring ist eine K-Algebra.
Formal definieren wir aulerdem O(0) = {0}.

4.2.1 Lemma Jede reguliire Funktion ist stetig in der Zariski-Topologie.

Beweis. Sei V c P" quasiprojektivund f: V — K eine regulédre Funktion.
Wir zeigen, dass Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. Sei
also Z ¢ K = Al eine abgeschlossene Menge, etwa Z = V(r), r € K[x].
Sei p € V und sei U eine offene Umgebung mit f(g) = g(q)/h(q) fiir
alle ¢ € U, mit g,h € K[xp,...,x,] homogen vom selben Grad. Dann gilt
also ¢ € f~(Z) N U genau dann, wenn r(f(q)) = r(g(¢q)/h(g)) = 0. Wir
bereinigen die Nenner und setzen

$(xX0s - - -, Xp) = hOE). r(%) € K[xo, ..., xul,

dann st s homogen und es folgt f~1(Z)NU = V,(s)NU. Damitist f~1(Z)NU
abgeschlossen in U. Weil f auf V regulir ist, wird V von solchen offenen
Mengen iiberdeckt und die Behauptung ist bewiesen (Lemma 4.1.3). Der
Beweis im quasiaffinen Fall ist vollkommen analog. O

Ist V c A" eine affine Varietit und f € K[V], dann schreiben wir

D(f)={peV|f(p) #0}.

Jede Teilmenge dieser Form nennen wir eine basis-offene Teilmenge von V.
Fiir alle fi,..., f; € K[V] gelten offenbar

D(fi---fr) =D(f)0---ND(f)

sowie

VAV(fi.-- . ) =D(f)) U --- UD(fr).

Ist X c P" eine projektive Varietdt und f € K,[X] ein homogenes Element,
dann definieren wir entsprechend

Di(f)={pe X | f(p)#0} c X.

Es gelten die gleichen Aussagen wie im Affinen. In beiden Fillen zeigt die
vorangehende Diskussion:

4.2.2 Lemma Jede offene Teilmenge einer Varietiit ist eine endliche Ver-
einigung von basis-offenen Mengen. O

Wir stellen nun fiir affine Varietiten die Verbindung zwischen regulidren
Funktionen und dem Koordinatenring her.
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4.2.3 Satz Essei V C A" eine affine Varietit und sei s € K[V]. Dann gibt
es einen natiirlichen Isomorphismus von K-Algebren

K[V][s~'] = O(D(s)).

Insbesondere gilt K[V] = O(V) (ndmlich fiir s = 1).
Dabei ist K[V][s~'] die Lokalisierung { /s’ | f € K[V], i > 0}.

Beweis. Jedes Element f € K[V] definiert offenbar eine reguldre Funktion
auf V und damit auf D(s), und die zugehorige Abbildung K[V] — O(D(s))
istein K-Homomorphismus. Da s auf D(s) nicht verschwindet, ist auch durch
1/s eine regulidre Funktion auf D(s) gegeben. Also wird s in O(D(s)) zu
einer Einheit und wir bekommen einen K-Homomorphismus K[V][s™'] —
O(D(s)) (vgl. Ubung 2.7.5). Dieser Homomorphismus ist injektiv, denn ist
f= % die Nullfunktion auf D(s), dann ist s f = 0 auf V und damit sg = 0
in K[V], also f = 0in K[V][s"'].

Fiir die Surjektivitit sei umgekehrt f € O(D(s)). Da f auf einer offenen
Uberdeckung von D(s) durch Briiche von Elementen aus K[V] dargestellt
wird und D(s) nach Kor. 4.1.13 quasikompakt ist, gibt es endlich viele
Elemente g;, h; € K[V] (i = 1,...,k) mit D(s) € D(h;) U --- U D(hi) und

2
floenpm:) = h—l
i

Wir kdnnen diesen Bruch mit s erweitern und h; durch A;s ersetzen, und so
D(h;) c D(s) annehmen. AuBerdem konnen wir den Bruch mit /; erweitern
und dadurch g; = 0 auf V(h;) erreichen. Fiir alle i, j gilt mit diesen Annahmen

gih; = gjhi

Denn fiir p € V(h;) U V(h;) sind beide Seiten 0, wihrend wir fiir p €
V\ (V(h;) U V(hj)) = D(h;hj) durch h;h; teilen konnen, woraufhin beide
Seiten mit f|p(,nr;) Ubereinstimmen. Wegen D(s) = D(hy) U -+ U D(hy)
gilt auBerdem V(hy,. .., h) = V(s). Nach dem starken Nullstellensatz gibt
esalsom € Nund ay,...,a; € K[V]mit s™ = ajh; +- - - + aghy. Wir setzen
h = Zj?:l a;g;j. Fiir jedes i € {1,...,k} gilt dann h; - h = Zle ajgihi =
Zj?:l a;jgihj = g; - s™. Fiir jedes p € D(h;) folgt daraus

g, h
h—i(P) = s—m(P),

was insgesamt f = éim auf D(s) zeigt. O

4.2.4 Beispiel SeiV c A" eine affine Varietit und s € K[V]. Die Lokali-
sierung K[V][s~'] aus Satz 4.2.3 konnen wir auch schreiben als

KIVILs™'] = K[VIY)/Gsy = 1) .

(siehe auch Ubung 2.7.3). Der Ring auf der rechten Seite ist dabei der
Koordinatenring der affinen Varietiit V(sy — 1) ¢ V x A!. Fiiretwa V = A
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und s = x ist das die Hyperbel V(xy — 1) c AZ. Diese Beschreibung von
O(D(s)) werden wir gleich noch brauchen. %

Fiir eine projektive Varietit X c P" sind die Elemente des homoge-
nen Koordinatenrings K, [X] dagegen gar keine Funktionen auf X, weshalb
wir fiir O(X) zunichst keine entsprechende Beschreibung haben. Darauf
kommen wir spiter zuriick (Kor. 4.3.17).

Definition Es seiV eine Varietit und sei p € V. Ein Funktionskeim auf V
in p ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f) aus einer offenen Umgebung
U von p in V und einer regulidren Funktion f: U — K, wobei zwei Paare
(U, f) und (U’, f) d4quivalent sind, wenn

flucwr = frwr

gilt. Die Menge aller solchen Funktionskeime bezeichnen wir mit Oy .

4.2.5 Lemma Es seiV eine Varietit und sei p € V. Die Menge Oy , bildet
mit der vertreterweisen Addition und Multiplikation einen lokalen Ring mit
maximalem Ideal

My p = {f € OV,p | fp) = O}'

Beweis. Als erstes priift man die Vertriglichkeit von Addition und Multipli-
kation mit der Aquivalenzrelation nach (Ubung 4.2.1). Ist ferner f € Oy, P
f ¢ my p, dann besitzt p eine offene Umgebung U auf der f nicht verschwin-
det, so dass 1/ f auf U regulér ist. Also ist f eine Einheit in Oy ;. Damit ist
Ov , ein lokaler Ring mit maximalem Ideal my , (Ubung 4.2.2). O

Ist V eine affine Varietiit, dann ist die Notation Oy ,, bereits belegt. Im
affinen Fall miissen wir wieder zeigen, dass wir nichts Neues definiert haben.

4.2.6 Satz (1) Fiir jede affine Varietit V C A" und jedes p € V gibt es
einen natiirlichen Isomorphismus von K-Algebren K[V]y,, = Oy .

(2) Fiir jede projektive Varietdt X C P" und jedes p € X gibt es einen

natiirlichen Isomorphismus von K-Algebren (K. [X]z,((py)o = Ox,p.

In (2) ist die linke Seite der Teilring aller Briiche %, die homogen vom
selben Grad sind.

Beweis. (1)Ist p € V und § € K[V],,,, dann ist durch g — g(¢)/h(q) eine
reguldre Funktion D(h) — K gegeben. Der so definierte Ringhomomorphis-
mus K [V]mp — Opv ist surjektiv nach Definition der Funktionenkeime. Er
ist auch injektiv: Denn ist U eine offene Umgebung von p mit g(g)/h(q) = 0
fiir alle ¢ € U, dann gibt es nach Lemma 4.2.2 ein Element s € K[V] \ m,,
mit p € D(s) c U. Damit gilt (sg)(g) = O fiir alle ¢ € V, also sg = 0 in
K[V] und damit § = 3% = 0 in K[V]y,,.

(2) vollig analog zu (1). O
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4.2.7 Beispiel Fiir V =A'und p = 0ist Opr ) = {f/g | g(0) # 0}. Nach
Satz 4.2.6(2) konnen wir denselben Ring in Dy ¢ P! auch durch

Op ), = :% | g,h € K[x0,x1] homogen, deg(g) = deg(h), h(1,0) # 0}

beschreiben. O

4.2.8 Bemerkung Ist V eine Varietit, dann erfiillt die Zuordnung U +— O(U), die
jeder offenen Teilmenge von V den Ring der reguldren Funktionen auf U zuordnet,
die Axiome einer Garbe auf V, genannt die Strukturgarbe der Varietit V. Die lokalen
Ringe Oy ), heiBen die Halme der Garbe. Die Theorie der Garben ist ein wichtiges
Hilfsmittel in der Geometrie, besonders die zugehorige Cohomologie-Theorie.

Mit Hilfe der lokalen Ringe konnen wir auch die Definition des Tangen-
tialraums aus der affinen Situation iibertragen.

Definition Es sei V eine Varietiit und sei p € V. Der Tangentialraum an
V in p ist der endlichdimensionale K-Vektorraum

T,(V) = (my, /mé,p)v.

Der Punkt p heif3t reguléir, wenn er in nur einer irreduziblen Komponente
Vo von V enthalten ist und dimg (7, (V)) = dim(Vp) gilt. Andernfalls heift p
singuliir. Die Varietiit V heifit regulér, wenn sie in allen Punkten regulir ist.

Wenn wir diesen Tangentialraum vom eingebetteten affinen Tangenti-
alraum p + T,(V) an eine affine Varietit V C A" oder vom projektiven
Tangentialraum T,(X) an eine projektive Varietdt X C P" unterscheiden
wollen, bezeichnen wir ihn als abstrakten Tangentialraum.

Ubungen

Ubung 4.2.1 Es sei V eine Varietit und sei p € V. Uberpriifen Sie die Ringaxiome
fiir den lokalen Ring Oy ;,.

Ubung 4.2.2 . Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Zeigen Sie, dass R genau dann
ein lokaler Ring mit maximalem Ideal 7 ist, wenn R \ I = R* gilt.

Ubung 4.2.3 Es sei W = A2\ {(0,0)} die »gelochte Ebene«. Zeigen Sie, dass die
Einschriankung
Klx.yl = OA%) - OW), f flw

ein Isomorphismus ist. (Hinweise: Sei f € O(W) und U eine offene Teilmenge von
Wmit f|ly = g/h, g, h € K[x,y], mit ggT(g, h) = 1 und deg(h) > 0. Zeigen Sie, dass
U echt in W enthalten sein muss. Uberlegen Sie, was gelten muss, wenn f auf zwei
verschiedenen offenen Mengen durch solche Darstellungen gegeben ist.)

Ubung 4.2.4 Finden Sie heraus, was eine Garbe (von Funktionen) ist und was es
bedeutet, dass die Zuordnung U +— O(U) auf den offenen Teilmengen U einer
Varietit V eine Garbe auf V bildet.

Priifen Sie die
Isomorphie
Op1 p, 2 O,
explizit nach.
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4.3 Morphismen

Wir geben nun eine allgemeine Definition von Morphismen zwischen Varie-
titen, die sich fiir den quasiaffinen und den quasiprojektiven Fall gleichartig
formulieren ldsst.

Definition Es seien V und W zwei Varietiten. Eine Abbildung ¢: V — W
heiflit ein Morphismus, wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

(1) Die Abbildung ¢ ist stetig (in der Zariski-Topologie).
(2) Ist U c W eine offene Teilmenge und f: U — K eine regulire
Funktion, dann ist auch f o ¢: ¢~ !(U) — K regulir.

Ein Morphismus ¢: V — W induziert also fiir jede offene Teilmenge
U c W die Abbildung

¢l OU) — O™ (U)), fr fogp

Diese Abbildungen sind Homomorphismen von K-Algebren. Wie iiblich
definiert man:

Definition Ein Morphismus ¢: V — W heiBt ein Isomorphismus, wenn
es einen Morphismus ¢! : W — Vmit ™' o = idy und poe~! = idy gibt.
Wenn ein solcher Isomorphismus existiert, dann heilen V und W isomorph.

4.3.1 Satz Die Bijektion

A" - Di
pi:
(aO"'-’ai—l7a[+1""’an) = [a0,~--,ai—],l,ai+l,---,an]

zwischen A™ und D; = D, (x;) C P" ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung i = 0 annehmen. Die Abbildung
po istbijektiv mit Umkehrabbildung p5 ' : [ao, . . .,ax] = (a1/ao, . . .,an/ao).
Die Stetigkeit von pg und p ! folgt aus den Eigenschaften des projektiven
Abschlusses (insbesondere Prop. 3.2.21).

Eine reguldre Funktion auf Dy ist lokal durch einen Bruch f/g von
homogenen Polynomen gleichen Grades gegeben. Dann ist durch (f/g)opg =
f(,y1,. .., vn)/g(L,y1,. .., yn) entsprechend lokal eine reguldre Funktion
auf A" gegeben. Also ist pg ein Morphismus. Umgekehrt ist eine regulére
Funktion auf A" lokal durch einen Bruch f/g, f,g € K[y1,...,yn] gegeben.
Sei d = max{deg(f),deg(g)}, dann gilt

d—d .
i op_l _ f(x1/x0,. . .5 Xn/X0) _ x(‘)lf(xl/xg,...,xn/xo) _ Xy eg(f)f
g 0 g(xi/x0.. .. xn/X0) xdg(x1/x0,. .., Xn/X0) xg*deg(@g*’

wobei f*, g* die Homogenisierung von f, g beziiglich xy ist. Dadurch ist
eine regulire Funktion auf D definiert, so dass p(;l ein Morphismus ist. [

Die lokale Charakterisierung von Morphismen ist technisch sehr flexibel.
Es ist zum Beispiel leicht zu sehen, dass jeder Morphismus ¢: V. — W



4.3 Morphismen

zwischen Varietiten in jedem Punkt p € V einen Homomorphismus

@b Ow o(p) = Ov p

von K-Algebren induziert. Dabei ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn
¢ bijektiv ist und die Homomorphismen gof, in allen Punkten von V Isomor-
phismen sind (Ubung 4.3.4).

Hiufig verwendet man die Bezeichnungen fiir die verschiedenen Klas-
sen von Varietiten nur »bis auf Isomorphie«, das heifit entsprechend der
folgenden Definition.

Definition Eine Varietit heiBt (quasi)affin bzw. (quasi)projektiv, wenn
sie zu einer (lokal) abgeschlossenen Teilmenge eines affinen bzw. projektiven
Raums isomorph ist.

Mit dieser Sprechweise sind zum Beispiel die Varietiten D, (x;) = A"
offene affine Untervarietiten von P". Allgemein gilt:

4.3.2 Korollar Jede quasiaffine Varietiit ist quasiprojektiv.

Beweis. Aus Satz 4.3.1 folgt, dass jede quasiaffine Varietit in A" isomorph
zu einer quasiprojektiven Varietit ist, die in D, (xp) C P" enthalten ist. [

Die quasiprojektiven Varietiten sind die allgemeinste Klasse von Varie-
taten, die wir betrachten. Fiir spéter halten wir noch Folgendes fest:

4.3.3 Lemma Es seien V und W zwei irreduzible Varietdiiten und sei U C 'V
eine nicht-leere offene Teilmenge. Sind o, : V. — W zwei Morphismen mit

vlu = ¥lu, dann gilt ¢ = .

Beweis. Die Menge Aw = {(p,q) € WX W | p = q} ist abgeschlossen
in W x W (wie man zum Beispiel nach Wahl von Koordinaten fiir W direkt
iiberpriifen kann). Da ¢ und ¢ Morphismen sind, istauch oxX¢: V. — WxW,
p = (¢(p),¥(p)) ein Morphismus (Ubung 4.3.2). Alsoist Z = (ox) " (Aw)
in V abgeschlossen, und nach Voraussetzung gilt U ¢ Z. Da U in V offen
ist, gilt U = V und damit Z = V. O

Als nichstes untersuchen wir die Morphismen zwischen verschiedenen
Typen von Varietiten genauer und setzen sie mit den bekannten Begriffen in
Verbindung, angefangen bei den affinen Varietiten.

4.3.4 Lemma Es sei V eine Varietit, W C A" eine affine Varietit. Eine
Abbildung ¢: V — W ist genau dann ein Morphismus, wenn y; o ¢ fiir jedes
i = 1,...,n eine regulire Funktion auf V ist, wobei y;: A" — K die i-te
Koordinatenfunktion ist.

Beweis. Ist ¢ ein Morphismus, so sind die y; o ¢ nach Definition regulr.
Umgekehrt seien die y; o ¢ alle regular. Fiir jedes f € K[xy,...,x,] ist
dann auch f o ¢ regulir. Da die abgeschlossenen Teilmengen von A" von
der Form V(f1) N ---V(f,) mit f1,..., f. € K[y1,..., V] sind und regulire
Funktionen stetig sind, folgt, dass ¢ stetig ist. AuBlerdem sind die regulédren
Funktionen auf W lokal durch Quotienten von Polynomen definiert, woraus
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Dass die Diagonale
Aw abgeschlossen
ist, kann man als
Ersatz fiir das
Hausdor{f’sche
Trennungsaxiom
v“erstehen; siehe dazu
Ubung 4.3.3.
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folgt, dass g o ¢ fiir jede reguldre Funktion g auf einer offenen Teilmenge
von W wieder regulr ist. O

Aus dem Lemma folgt, dass die Morphismen V — A! von einer Varietit
V in die affine Gerade genau die reguldren Funktionen auf V sind. Aulerdem
folgt, dass die neue Definition von Morphismus fiir affine Varietdten mit der
alten iibereinstimmt, das heif3t es gilt das Folgende:

4.3.5 Proposition Es seienV C A™ und W C A" affine Varietiten. Genau
dann ist eine Abbildung ¢: V — W ein Morphismus, wenn es Funktionen

fio- s Ju € K[V] gibt mit ¢ = (fi,. .., fn)

Beweis. Ist ¢ ein Morphismus und sind yy,. . .,y, die Koordinatenfunktio-
nen auf A", dann ist f; = y; o ¢ € K[V] fiiri = 1,...,n und es gilt offenbar

o =(f1,--.,fn) Istumgekehrt ¢ = (f1,..., fu),sogilty;op = f; € O(V) =
K[V]. Also ist ¢ ein Morphimus nach Lemma 4.3.4. O

Auch offene Untervarietiten von affinen Varietiten (also quasiaffine Va-
rietdten) konnen wieder affin sein, wie die folgende Aussage zeigt.

4.3.6 Proposition Es sei V eine affine Varietit und s € K[V]. Dann ist
auch D(s) = V \ V(s) affin, mit Koordinatenring K[D(s)] = K[V][s™'].

Beweis. Wir haben bereits O(D(s)) = K[V][s~'] bewiesen (Satz 4.2.3). Wir
folgen Beispiel 4.2.4 und betrachten die affine Varietit

W={(pt)eVxA| t-s(p)=1}.

Dann ist die Abbildung ¢: D(s) — W,p +— (p,1/s(p)) ein Isomorphismus,
dessen Inverses gerade die Projektion 7: W — D(s), (p,t) — p ist. O

Die Beschreibung der Primideale von K[V][s~!] in Prop. 2.7.3 entspricht
der Tatsache, dass die irreduziblen abgeschlossenen Untervarietiten von
D(s) in Bijektion sind mit den irreduziblen abgeschlossenen Untervarietéten
von V, die nicht in V(s) enthalten sind.

4.3.7 Beispiele (1) EsseiV = Al und s = x. Die offene Untervarietit
V\ V(s) = Al \ {0} ist affin mit Koordinatenring K[x][x~']. Dieser Ring ist
isomorph zu K[x, y]/(xy —1). Also ist A \ {0} zu einer Hyperbel isomorph.

(2) Dagegen ist die quasi-affine Varietit A" \ {0}, der affine Raum ohne
den Ursprung, fiir n > 2 nicht affin. Siehe dazu Ubung 4.3.6.

(3) Ist V eine affine Varietit und W C V eine abgeschlossene Un-
tervarietdt mit irreduziblen Komponenten Wy,..., Wy, dann konnen wir
g2,...,8k € K[V] mit g; € Zy(W;) \ Zy(W;) wihlen und die affin-offene
Untervarietit U = D(g; - - - gx ) betrachten. Nach Wahl der g; gilt W, NU # 0
und W; NU = 0 fiiri = 1,...,n. Aus der Beschreibung der Primideale von
K[U] folgt dim(U N Wy) = dim(W;). AuBerdem gilt W, = U N Wy, wie
man sich leicht iiberlegt. Die offene Untervarietit U enthélt also genau eine
Komponente von W, bis auf Abschluss. Diesen Trick haben wir bereits im
Beweis von Satz 2.9.1 benutzt. O
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4.3.8 Korollar Sei V eine Varietiit. Jede offene Teilmenge von V ist ei-
ne endliche Vereinigung von affinen offenen Untervarietdten. Insbesondere
besitzt jeder Punkt eine affine offene Umgebung.

Beweis. Ist V C P" quasiprojektiv, so gilt zunichst V = (JI_,(V N Dy (x;))
und diese Teilmengen von V sind offen und quasiaffin. Es reicht deshalb,
die Behauptung fiir den Fall zu zeigen, dass V selbst quasiaffin ist. Sei also
Z c A" eine affine Varietit und V C Z offen in Z. Dann ist jede offene
Teilmenge von V auch offen in Z und damit von der Form Z \ V(fi,.. ., f;)
fiir f1,. .., fy € K[Z].Nach Prop. 4.3.6 ist Z\ V(f;) affin fiir jedes i und es gilt
Z\V(fi,. .., fr) = U (Z\V(fi)). Damit ist die Behauptung bewiesen. [

Mit Hilfe solcher affiner Uberdeckungen lassen sich zahlreiche Aussagen
iber allgemeine Varietiten auf den affinen Fall zuriickfiihren. Hier ist ein
Beispiel fiir eine solche Aussage:

4.3.9 Proposition Es seiV eine Varietit. Die Menge Vieg aller reguliiren
Punkte ist offen und dicht in V.

Beweis. Ist p € V ein Punkt und U C V eine affine offene Umgebung von
p in V, dann stimmt die Definition von Regularitét {iber den lokalen Ring
Oy, mitder Definition im Affinen iiberein (nach Kor. 2.10.8 und Satz 4.2.6).
Nach Satz 2.10.10 ist Vi, N W damit offen und dicht in jeder offenen affinen
Untervarietit W C V, woraus die Behauptung folgt. O

Wie im Affinen heilit Ve, der regulidre Ort von V, das Komplement
Vising = V' \ Vieg der singuliire Ort.

Als néchstes setzen wir Morphismen von quasiprojektiven Varietdten mit
homogenen Polynomabbildungen in Verbindung.

4.3.10 Proposition Es seien V.C P, W C P" quasiprojektive Varieti-
ten, und sei ¢: V — W eine Abbildung. Genau dann ist ¢ ein Morphis-
mus, wenn zu jedem Punkt p € V eine offene Umgebung U und homo-

gene Polynome fy,. .., f, € K[xo,...,x]| vom selben Grad existieren mit
UnVi(fis---s fu) = 0und

o(q@) = [fo(@).- ... fn(q)]

fiir alle g € U.

Beweis. Es sei ¢ ein Morphismus und p € V ein Punkt. Wihle i mit ¢(p) €
D; c P" und setze V; = ¢~ !(D;). Ohne Einschriinkung sei i = 0. Betrachte
die reguldren Funktionen y;/yo € O(Dy) fiir j = 1,...,n. Dann sind die
Kompositionen ¢; = (y;/yo) o ¢ reguldr auf Vy. Deshalb gibt es eine offene
Umgebung U von p in Vy und homogene Polynome g1, ..., gu, A1,...,h, €
K[xo,...,x,] mit deg(g;) = deg(h;), Vi(h;) N U = 0 und y; = g;/h; auf
U. Fiir alle g € U gilt deshalb

_ 1, &1(g) gn(q)
o(q) = [Ly1(q).. . ..ua(9)] = |1, @ ()

= [(h1 -+ ha)(@) (8112 -+ ) (@), - (hy -~ o1 80)(9)].-
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Polynomabbildung
(wie in Kapitel 3) ein
Morphismus.
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Diese Produkte sind alle homogen vom selben Grad.

Sind umgekehrt zu einem Punkt p eine offene Umgebung U und ho-
mogene Polynome fy, ..., f, wie in der Behauptung gegeben, dann muss
fi(p) # O fiir ein i gelten, ohne Einschrinkung etwa fy(p) # 0. Setze
Uyg = UND.(fp), dann stimmt ¢ auf Uy mit der Abbildung Uy — WND.(yp),
g [LAW@D] fo(q),. - -, fx(q)] fo(qg)]iiberein. Nach Lemma4.3.4 ist die Ein-
schrinkung von ¢ auf Uy ein Morphismus, und da V insgesamt von solchen
Mengen iiberdeckt wird, ist auch ¢ ein Morphismus (sieche Ubung 4.3.1). [

Die Aussage ist also, dass ein Morphismus zwischen quasiprojektiven
Varietiten lokal als homogene Polynomabbildung gegeben ist, aber nicht
unbedingt global. Ein solches Beispiel haben wir bereits in Kapitel 3 gesehen.

4.3.11 Beispiel Wir betrachten den Kegelschnitt X = V, (xé — X1 X2) in P?
und die Abbildung 7, : [ao,a1,a2] > [ao,a:], die Projektion mit Zentrum
p =[0,0,1], wie in Beispiel 3.3.3. Hier gilt p € X, so dass 7, zunichst nicht
auf ganz X definiert ist. Fiir jeden Punkt [ag,ai,a;] € X mit ap # 0 gilt
auch a; # 0 und damit 7, [ag, a1, a2] = [ao,a1] = [ao, a(z)/az] = [aoaz,aé] =
[a2,a0]. Auf der offenen Menge X N Dy stimmt 7, deshalb mit der homogenen
Polynomabbildung [ag,a;,a;] — [az,ap] iiberein. Diese ist aber auch im
Punkt p definiert und bildet ihn auf [1,0] ab. Sie ist dafiir aber undefiniert
im Punkt g = [0, 1,0], der ebenfalls auf X liegt. Insgesamt gilt also

[ao,a1] fiir [ag,a1,a2] € X \ {p}

mplao.ai.az] = { [az,a0]  fiir [ag,a1,a2] € X \ {q}

Da X von diesen beiden offenen Mengen liberdeckt wird, ist 7, : X — P!
damit ein Morphismus. O

Ein allgemeines Beispiel fiir dasselbe Phinomen ist die Projektion als
Morphismus auf der Segre-Varietiit.

4.3.12 Satz Esseio:P" xXP" — X, , die Segre-Abbildung und
. P x Pt — P"

die Projektion auf den ersten Faktor. Dann ist m o o~

Morphismus.

$Enn — P oein

Beweis. PerDefinitionist o : P xP" — P™+"* fiir [u] € P" und [v] € P"
gegeben durch

o([u],[v]) = [w!] = [uov(),. UV ULVO, -« s ULV -« o U VO, - - .,umvn].

Wir withlen homogene Koordinaten z;; auf P+ = P(Mat(+1)x(n+1)(K)).
Sei U; die offene Menge von Matrizen, in denen in der j-ten Spalte min-
destens ein Eintrag ungleich 0 ist. Ist [uv” ] € £, , N U;, dann muss v; # 0
gelten. Es gilt deshalb [uv"] = [v;" - wv"] und in dieser Matrix ist die j-te
Spalte gleich u. Deshalb stimmt 7 o o~ auf U i N Xy, n mit der Projektion

7 [(akn)i ] = laoj, - - ., Gmjl
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auf die j-te Spalte iiberein, und das ist eine homogene Polynomabbildung.
Weil Z,,, ,, von den offenen Teilmengen U; NX,, ,, iiberdeckt wird, ist 7 o ol
damit ein Morphismus. O

Man kann beweisen, dass die Projektion P”* x P" — P™ auf der Segre-
Varietit X, , nicht global durch eine homogene Polynomabbildung gegeben
ist (siche zum Beispiel Ubung 4.5.1). Sie ist damit ein weiteres Beispiel fiir
einen Morphismus, der nur lokal eine homogene Polynomabbilung ist.

Da wir die Segre-Einbettung benutzt haben, um P x P" mit einer pro-
jektiven Varietit zu identifizieren, bekommen wir als Folgerung, dass das
kartesische Produkt von endlich vielen quasiprojektiven Varietiten wieder
eine quasiprojektive Varietit ist und dass dieses Produkt die iiblichen forma-
len Eigenschaften eines Produkts besitzt (Ubung 4.3.2).

Als néchstes betrachten wir die Veronese-Einbettung von P".

4.3.13 Satz Die Veronese-Abbildung v,: P* — PN\, N = ("*9) st ein

n
Isomorphismus P = v (P™).

Beweis. Setze I’ = {a € Ng” | || = d}. Dann ist die Veronese-Abbildung
in Multiindex-Notation durch v4: [x] +— [x%¥|a € T'] gegeben und damit
eine homogene Polynomabbildung, also ein Morphismus. Nach Prop. 3.5.6
ist v4 auBerdem injektiv. Sei Z = v4(P"). Dann miissen wir zeigen, dass die
Umkehrabbildung v;l : Z — P" ein Morphismus ist. Auf PV~ arbeiten wir
wieder mit homogenen Koordinaten z,, @ € I'. Wir haben gesehen, dass Z
durch die quadratischen Gleichungen

Z = V+(zazﬁ -2 | @By, emita+ =y + 6)
gegeben ist. Betrachte fiiri € {0,...,n} und @ € I'mit@; > 1 die Abbildung
Pa,i- ZnN D+(Za) - Pz [Zaf—e,-+e0a Za—ej+epr- - - ,Z(t—e,-+en]'

Diese Abbildung ist wohldefiniert, weil z, # O auf der rechten Seite vor-
kommt. Fiir z € Z N Dy(zq28) mit @; > 1 und B; > 1 gilt auBerdem
Pa,i(2) = ¢p,j(z) wegen

Za-ei+eriB-ej+e; = La—e;+eiB—ej+ey -

Damit definieren die ¢, ; einen Morphismus ¢: Z — P (Ubung 4.3.1). Es
gilt p o vy = id, denn ist p € D, (x;), etwa p = [ag, . . .,ai-1, 1,ai+1,- - -,an],
undiste = d-¢;, dann gilt vg(p) € Dy (z0) und Zg—¢,4e; = al~'-a; = aj, also

Ya.i(va(p)) = p. Also gilt ¢ = v;l und die Behauptung ist bewiesen. O

4.3.14 Korollar Es sei f € K|xq,...,x,] ein homogenes Polynom vom
Grad d > 0. Dann ist die offene Untervarietdit D.(f) C P" affin.

Beweis. Wir schreiben f = }|,=q caXx®. Unter der Veronese-Abbildung
vg: P — PN giltdann vy (D4 (f)) = va(P") N D4 (€) mit £ = 2lal=d Cala
(vgl. Kor. 3.5.8). Diese Varietit ist affin nach Satz 4.3.1, denn durch einen
Koordinatenwechsel auf PN~! kénnen wir etwa ¢ = z,, erreichen. O
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4.3.15 Beispiel Das Bild einer Varietit unter einem Morphismus ist im
Allgemeinen keine Varietit, auch nicht in der nun erweiterten Kategorie aller
quasiprojektiven Varietiten. Beispielsweise ist das Bild von ¢: A2 — A2,
(x1,x2) — (x1,x1x2) die Menge D(y;) U {(0,0)} und damit nicht lokal
abgeschlossen in A2 O

Fiir projektive Varietiiten konnen wir dagegen wieder den Hauptsatz der
Eliminationstheorie anwenden.

4.3.16 Satz Es sei X eine projektive Varietit und sei ¢: X — P" ein
Morphismus. Dann ist p(X) abgeschlossen.

Beweis. Es gelte X c P™. Wir betrachten den Graph

T, = {(p.g) € X XP" | ¢(p) = q}.

Er ist eine abgeschlossene Teilmenge von P x P". Um das zu sehen, sei U
eine offene Teilmenge von X, auf der ¢|y = [fp,. .., fn] durch homogene
Polynome fy,..., f, € K[xo,...,xn] gleichen Grades gegeben ist, und sei
U=UXP" In homogenen Koordinaten yy, . . ., y, auf P" gilt dann

C,NU=V0ifi-yifili<jij=0,....,0)nU

(wie im Beweis von Prop. 3.6.4). Also ist I', N U abgeschlossen in U.DaX
von solchen offenen Mengen U iiberdeckt wird, ist I, abgeschlossen. Nach
dem Hauptsatz der Eliminationstheorie (in der Form von Kor. 3.6.3) ist dann
auch die Projektion von I, auf P" abgeschlossen. Das ist gerade ¢(X). [

Das zeigt einen ganz wesentlichen Unterschied zwischen projektiven
und affinen Varietdten. Affine Varietiten, die zunichst als abgeschlossene
Teilmengen von A" definiert sind, konnen auch zu nicht-abgeschlossenen
Untervarietéiten von affinen oder projektiven Rdumen isomorph sein. Dage-
gen kann eine projektive Varietidt immer nur als abgeschlossene Teilmenge
eines projektiven Raums auftreten.

Als Folgerung daraus konnen wir nun auch die reguldren Funktionen auf
einer projektiven Varietit bestimmen: Sie sind alle (lokal) konstant.

4.3.17 Korollar Fiir jede irreduzible projektive Varietiit X gilt O(X) = K.

Beweis. Essei f € O(X) eine regulidre Funktion auf X. Zusammen mit der
Inklusion A' = Dy c P! kénnen wir f auch als Morphismus f: X —
P! auffassen. Nach Satz 4.3.16 ist f(X) dann abgeschlossen in P'. Wegen
f(X) € Dy € P' muss f(X) endlich sein und damit, da X irreduzibel ist,
einpunktig. Also ist f konstant. O

4.3.18 Bemerkung Diese Aussage kann man in Analogie zur komplexen Analysis
sehen: Jede holomorphe Funktion auf einer zusammenhéngenden, kompakten kom-
plexen Mannigfaltigkeit ist konstant. Dies folgt aus dem Maximumprinzip (siehe etwa
Kaup und Kaup [10], §6). Tatsichlich sind komplexe projektive Varietiten kompakt
(in der euklidischen Topologie), da ng kompakt ist.
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4.3.19 Korollar Eine Varietiit ist genau dann sowohl affin als auch pro-
Jektiv, wenn sie endlich ist.

Beweis. Jede endliche Varietiit ist sowohl affin als auch projektiv (Ubung
4.3.5). Sei umgekehrt X eine projektive Varietit, die auch affin ist. Dann
gilt das auch fiir jede irreduzible Komponente X’ von X. Nach Kor. 4.3.17
gilt O(X’) = K, und andererseits O(X’) = K[X] nach Satz 4.2.3. Also gilt
K[X’] = K, woraus folgt, dass X’ ein Punkt ist. O

Diese Aussage hat eine iiberraschende Anwendung, die man als eine
schwache Verallgemeinerung des Satzes von Bézout in beliebige projektive
Réume verstehen kann.

4.3.20 Korollar Es sei X = V.(f) eine Hyperfliche in P" und Y c P"
eine unendliche projektive Varietdit. Dann gilt X NY # 0.

Beweis. Denn wire X NY = 0, dann wiirde Y c D.(f) folgen. Nach
Kor. 4.3.14 ist D, (f) aber affin, also wire auch Y affin, im Widerspruch zur
Aussage des vorangehenden Korollars. O

Ubungen

Ubung 4.3.1 Es seien V und W zwei Varietiiten. Zeigen Sie

(1) Eine Abbildung ¢: V — W ist genau dann ein Morphismus, wenn jeder Punkt
p € V eine offene Umgebung U in V besitzt derart, dass die Einschrinkung
¢|ly : U — W ein Morphismus ist.

(2) Gegeben eine offene Uberdeckung V = (J;c; U; von V und Morphismen
@i Up — W fiir jedes i € I mit 90i|U,»mUj = tpj|Uint fiir alle 7, j, dann ist
@: Vo> W, p ¢;(p) fir p € U; ein Morphismus.

Ubung 4.3.2 Es seien V und W Varietiiten, sei V x W das kartesische Produkt und
seienmy: VXW — Vund my: VXW — W die Projektionen auf die beiden Faktoren.
Wir fassen V x W iiber die Segre-Einbettung als quasiprojektive Varietit auf.

(a) Zeigen Sie, dass V x W ein Produkt in der Kategorie der quasiprojektiven
Varietiten ist: Gegeben eine Varietit Z und Morphismen ¢: Z — V und
Y Z — W, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus p: Z —
VX Wmityp=mopundy =mpop.

(b) Verallgemeinern Sie diese Aussagen und die Konstruktion des Produkts auf
eine beliebige endliche Anzahl von Faktoren.

Ubung 4.3.3 Es sei X ein topologischer Raum.

(a) Zeigen Sie, dass X genau dann ein Hausdorft-Raum ist, wenn die Diagonale
A = {(p,p) | p € X} in der Produkttopologie auf X x X abgeschlossen ist
(vgl. Ubungen und 4.1.2 und 4.1.4).

(b) Folgern Sie, dass die Zariski-Topologie auf V X V fiir eine unendliche Varietit
V niemals die Produkttopologie sein kann.

Ubung 4.3.4 Es seien V und W Varietiten und sei ¢: V — W ein Morphismus.
Zeigen Sie:

125



126 4 Lokale Geometrie

(a) Fiir jeden Punkt p € V induziert ¢ einen K-Homomorphismus
# .
¢p: Ow.p(p) = Ovp

mit <pf,(mw,<p(p)) Cmy p.
(b) Genau dann ist ¢ ein Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist und golﬁ fiirallep e V
ein Isomorphismus ist; (siehe auch Ubungen 2.7.8-2.7.10).

Ubung 4.3.5 Begriinden Sie, warum jede endliche Varietit sowohl affin als auch
projektiv ist.

Ubung 4.3.6 Zeigen Sie mit Hilfe von Ubung 4.2.3, dass A™ \ {(0,...,0)} fiirn > 2
keine affine Varietit ist.

Ubung 4.3.7 Es gelte char(K) # 2. Modifizieren Sie Beispiel 4.3.11 um zu zeigen,
dass die stereographische Projektion auf dem Einheitskreis (vgl. Beispiel 1.0.4(2))

einem Isomorphismus V+(x£ - xlz - x%) — P! entspricht.

4.4 Rationale Abbildungen und Funktionenkorper

Der Definitionsbereich einer rationalen Abbildung wie in §2.6 ist eine offene
Teilmenge einer Varietét. Das konnen wir nun technisch besser formulieren.

Definition Es seien V und W zwei irreduzible Varietiten. Eine rationale
Abbildung von V nach W ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, ¢), wobei
U c V eine nicht-leere offene Teilmenge von V ist und ¢ ein Morphismus
U — W. Dabei sind zwei Paare (U, ¢) und (U’, ¢’) dquivalent, wenn

elunv = ¢ lunur

gilt. Wir schreiben wieder kurz ¢ : V --» W, gelegentlich auch ¢ = [U, ¢]
fiir die Aquivalenzklasse von (U, ¢). Der Definitionsbereich dom(i) von ¢
istdie Vereinigung aller offenen Teilmengen U von V/, fiir die ein Morphismus
@: U — Wmity = [U, ] existiert.

Wie zuvor heifit eine rationale Abbildung v dominant, wenn ihr Bild
dicht in W ist, das heif3t, falls m = W fiir einen Reprisentant y = [U, ¢]
gilt. Da nicht-leere offene Mengen nicht-leeren Schnitt haben, ist die Kom-
position p o ¢ fiir zwei rationale Abbildung : V --» Wund p: W --» Z
sinnvoll definiert, falls ¥ dominant ist. Existiert zu ¢ eine rationale Abbil-
dung ¢’: W ---> Vmity’ oy =idy und ¢ o ¢’ = idy dann heillt  wieder
birational und die Varietiten V und W sind birational dquivalent.

4.4.1 Beispiele (1) Die Projektion von P" auf P"~! mit Zentrum p (wie in
§3.1) ist eine rationale Abbildung.

(2) Es sei W c P™ eine Varietit und seien fy,..., f, € K[xo,...,Xm]
homogene Polynome gleichen Grades, und sei Z = V.(fo,..., fn). Ist W
nicht in Z enthalten, dann ist

WAZ - P pe [fop). ... falp)]
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N

[0,1,0]

[0,0,1]

A

Abb. 4.1: Cremona-Transformation von P2

ein Morphismus, représentiert also eine rationale Abbildung W --»> P".
Umgekehrt besitzt jede rationale Abbildung W --- P”" einen solchen Repri-
sentanten (nach Prop. 4.3.10).

(3) Birationale Abbildungen des projektiven Raums in sich werden
Cremona-Transformationen genannt. Ein Beispiel ist die Abbildung

g P25 P2 [xo,x1, %] = [x120, X0%2, Xox1 .

Offenbar ist ¢ hochstens in den drei Punkten [1,0,0], [0, 1,0] und [0,0,1]
undefiniert. Fiir alle [xo, x1, x2] € P2 mit xox;x2 # 0 gilt ¢ (¥ (x0, X1, x2)) =
W(x1x2, X0X2, X0X1) = [xgxlxz, xox]2x2,x0x1x§] = [xg, X1, x2]. Also ist ¢ bi-
rational und selbstinvers, eine Involution. Die Gerade V. (xg) wird von
auf den Punkt [1,0,0] abgebildet, ebenso V. (x;) auf [0,1,0] und V,(x;)
auf [0,0,1]. AuBerhalb dieser Geraden ist ¢ bijektiv. In der schematischen
Darstellung in Abbildung 4.1 werden also die drei Geraden jeweils auf
den gegeniiberliegenden Punkt kontrahiert. Daraus folgt auch, dass die drei
Schnittpunkte tatsdchlich nicht zum Definitionsbereich von ¢ gehéren. ¢

Definition Eine rationale Funktion auf einer irreduziblen Varietit V ist
eine rationale Abbildung V --» Al

4.4.2 Proposition Fiir jede irreduzible Varietit V bilden die rationalen
Funktionen auf V einen Korper K(V). Fiir jede nicht-leere offene Teilmenge
U cV gilt K(V) = K(U).

Beweis. Es ist leicht nachzupriifen, dass K(V) ein Ring ist. Da V irreduzibel
ist, haben je zwei nicht-leere offene Teilmengen von V einen nicht-leeren
Schnitt. Daraus folgt sofort K(V) = K(U) fiir jede nicht-leere Teilmenge U
von V. Insbesondere ist [U, 0] immer die Null und [U, 1] die Eins in K(V).
Sei [U, f] € K(V) ungleich [U,0]. Dann ist Uy = {p € U | f(p) # 0} eine
nicht-leere offene Teilmenge von U. Deshalb ist 1/ f eine reguldre Funktion
Uy — Kundes gilt [U, f]-[Uoy, 1/f] = [Up, 1]. Also ist [U, f] eine Einheit,
was zeigt, dass K (V) ein Korper ist. O

Definition Der Korper K(V) heiBt der Funktionenkorper von V.
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Diese Terminologie und Notation sind fiir affine Varietiten bereits belegt,
aber wir haben nichts Neues definiert.

4.4.3 Proposition (1) Fiir jede irreduzible Varietit W und jeden Punkt
p € W gilt K(W) = Quot(Ow p,).
(2) Fiir jede irreduzible affine Varietit V gilt K(V) = Quot(K[V]).

Beweis. (2) Die Abbildung K[V] — K(V), f + [V, f] ist offenbar injektiv,
induziert also eine Einbettung Quot(K[V]) — K(V). Sie ist auch surjek-
tiv, da jede rationale Abbildung V --» A! lokal durch einen Bruch von
Elementen aus K[V] reprisentiert wird.

(1) folgt fiir affine Varietdten aus (2) und Satz 4.2.6; da jeder Punkt eine
affine Umgebung besitzt, folgt daraus auch der allgemeine Fall. O

4.4.4 Bemerkung Die Aussage in Prop. 4.4.3(2) ist wirklich nur fiir affine Varietiten
richtig. Ist beispielsweise X eine unendliche projektive Varietit, dann gilt O(X) = K
und damit natiirlich auch Quot(O(X)) = K C K(X).

4.4.5 Proposition Jede dominante rationale Abbildung : V --> W zwi-
schen irreduziblen Varietdten induziert einen injektiven K -Homomorphismus
Yy K(W) = K(V), f +— f o der Funktionenkérper und umgekehrt.

Beweis. Analog zum affinen Fall; Ubung 44.1. O

Die birationalen Abbildungen des n-dimensionalen projektiven (oder
affinen) Raums in sich bilden unter Komposition eine Gruppe, die Cremona-
Gruppe. Sie ist nach Prop. 4.4.5 gerade die K-Automorphismengruppe des
rationalen Funktionenkorpers K (xi,. . .,x,). Firn > 2 ist es alles andere als
einfach, etwas iiber die Struktur dieser Riesengruppe herauszufinden.

4.4.6 Satz Fiir zwei irreduzible Varietiten V und W sind dquivalent:

(i) Die Varietiten V und W sind birational.
(ii) Die Funktionenkorper K(V) und K(W) sind K -isomorph.
(iii) Es gibt zwei nicht-leere offene Untervarietiten von V bzw. W, die
zueinander isomorph sind.

(iv) Es gibt Punkte p € V und q € W derart, dass die lokalen Ringe Oy
und Ow 4 iiber K isomorph sind.

Beweis. (i)<(ii) folgt aus der vorangehenden Proposition. Um (i)=(iii) zu
zeigen, sei ¢ : V ---> W eine birationale Abbildung. Dann wird ¢ auf einer
nicht-leeren offenen Teilmenge V’ C V von einem Morphismus ¢: V' —
W reprisentiert und ebenso ¢~ auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge
W’ c W von einem Morphismus ¢’: W — V. Daraus folgt, dass ¢ einen
Isomorphismus zwischen Vo = V' N @ ' (W) und Wy = W’ n ¢~ (V")
induziert. (iii)=(iv) ist trivial und (iv)=(ii) folgt aus Prop. 4.4.3 (1). O]

Definition Eine irreduzible Varietiit V heiBt unirational, wenn es eine
dominante rationale Abbildung A" --» V (fiir ein n € N) gibt. Sie heifit
rational, wenn es eine birationale solche Abbildung gibt.
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4.4.7 Beispiele (1) Im ersten Kapitel haben wir schon Beispiele fiir ratio-
nale und nicht-rationale ebene Kurven gesehen (Satz 1.0.5).

(2) Als weiteres Beispiel zeigen wir, dass jede irreduzible Quadrik ratio-
nal ist: Es gelte char(K) # 2, n > 2 und sei g € K[xo, .. .,x,] homogen vom
Grad 2 und irreduzibel. Sei X = V.(g) und p € X ein Punkt, dann betrachten
wir die Projektion 7, : X ---» H mit Zentrum p von X auf die Hyperebene
H = {p}* = P"!. Fiir jedes ¢ € H schneidet die Gerade L, = pq die
Fliche X in p und einem weiteren Punkt p’ # p, es sei denn, L, ist in X
enthalten oder im Tangentialraum an X in p. Der Punkt p’ ist dann gerade
das Urbild von ¢ unter r),. Das zeigt, dass 7, dominant und injektiv ist und
damit birational (siehe hierzu auch Aufgabe 4.4.2).

(3) Nach einem klassischen Satz von Liiroth ist jede unirationale Kurve
rational. Algebraisch formuliert heiflt das, dass jeder Zwischenkorper der
Korpererweiterung K ¢ K(xy,...,x,) vom Transzendengrad 1 iiber K zu
einem rationalen Funktionenkorper K () isomorph ist.

Entsprechendes gilt nach einem Satz von Castelnuovo fiir Flachen im
Fall char(K) = 0 (siche zum Beispiel Beauville [1], Ch. V). In Primzahl-
charakteristik ist dies dagegen falsch, Gegenbeispiele sind die sogenannten
Zariski-Fldchen (siehe [15]). SchlieBlich zeigten Clemens und Griffiths in
[3] und (unabhingig) Iskowskich und Manin in [9] in den Jahren 1971-72
die Existenz von unirationalen komplexen Varietiten der Dimension 3, die
nicht rational sind.

Anschaulich betrachtet sind die unirationalen Varietiten gerade die para-
metrisierbaren Varietdten. Unirationalitit ist etwas besser fassbar als Ratio-
nalitit. Zum Beispiel kann man verhdltnismifig leicht beweisen, dass jede
kubische Hyperflache in P" fiir n > 3 unirational ist. Welche kubischen
Hyperflachen rational sind, ist dagegen im Allgemeinen unbekannt. O

Definition Es sei y: V --» W eine rationale Abbildung. Der Graph I,
von ¢ ist der Abschluss von {(p,q) € VX W | p € dom(¥), ¢ = ¥(p)} im
Produkt V x W.

4.4.8 Beispiel Es sci p € P" ein Punkt. Der Graph X der Projektion Tp
mit Zentrum p heifit die Aufblasung von P” in p. Per Definition ist X der
Abschluss der Menge {(g,2) € P"XP""! | ¢ # p, z = m(g)}. Wirkonnen die

Varietiit X durch bihomogene Gleichungen beschreiben (siehe auch Beweis
von Satz 4.3.16): Ist etwa p = [0,...,0, 1], dann gilt

X = {([u],[v]) e P x P! | [u] # pund u;vj = ujv; firi,j =0,...,n- 1}
= {([u],[v]) eP' x P! | uiv; = u;v; firi,j =0,...,n - 1}.

Sei nun p: X — P die Projektion auf den ersten Faktor. Uber dem Defi-
nitionsbereich dom(xr,) = P"* \ {p} der Projektion mit Zentrum p ist p ein
Isomorphismus. Insbesondere ist X birational dquivalent zu P". Genauer gilt
fiir die Faser von p iiber einem Punkt g = [ay, . . .,a,] € P" die Gleichheit

_ _ [ {(a.lao.....an-1])} fiirg#p
p I(Q)_{ {p} xpr! 1 fiir g = p.
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Abb. 4.2: Platzhalter: Aufblasung

Mit anderen Worten, alle Fasern sind einpunktig, bis auf E = p~!(p) = P"~1.
Die Untervarietit E wird der exzeptionelle Divisor auf X genannt und hat die
Codimension 1 in X. Die Punkte auf E entsprechen dabei den verschiedenen
Richtungen von Geraden durch p. in P".

Die Konstruktion Iésst sich noch stark verallgemeinern und hat verschie-
dene Anwendungen in der algebraischen Geometrie, unter anderem die so-
genannte Auflosung von Singularititen. Dazu schauen wir uns ein Beispiel
an: Es sei C = V+(x12x2 - xg(xo — x7)) eine Schleifenkubik in P?; der Punkt
p = [0,0,1] ist die Singularitit von C. Das Urbild p~'(C) c P? x P! wird
durch die bihomogenen Gleichungen

u%ug = u%(uo —up) und wugvy = ujvg

beschrieben. Wir betrachten diese Varietit auf der affinen Teilmenge Uy =
D (u2) XDy (vg) von P2xP': Fiir uy = vo = listalso u; = ugv;. Einsetzen in
die erste Gleichung ergibt udvi—ud(uo—1) = 0, was zuu} = 0 oder v} = ug—1
faktorisiert. In der affinen Ebene Uy mit Koordinaten ug, v ist p~!(C) also
die Vereinigung einer Geraden und einer Parabel. Die Gerade V(uy) ist der
exzeptionelle Divisor E N Uy, wihrend die Parabel die sogenannte strikt
Transformierte der Kurve C in X ist. Die Aufblasung hat die Singularitét
der Schleifenkurve beseitigt. Die beiden Schnittpunkte der Parabel mit E
entsprechen den beiden verschiedenen Tangentenrichtungen an C in p.

4.4.9 Bemerkung Unter einer Auflosung der Singularititen einer Varietdt V ver-
steht man eine regulére Varietit V/ zusammen mit einem birationalen Morphismus
¢: V' — V.Die Existenz einer solchen Auflosung in beliebiger Dimension wurde im
Fall char(K) = 0 von Hironaka im Jahr 1964 in einer langen und komplizierten Arbeit
[7] bewiesen (wofiir er mit einer Fields-Medaille geehrt wurde). Der Beweis wurde
inzwischen vereinfacht, ist aber immer noch recht aufwendig. Der Morphismus ¢
entsteht durch eine Folge von Aufblasungen (in reguldren Zentren, aber nicht nur in
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Punkten) und ist so beschaffen, dass die Einschrinkung von ¢ auf go_l(Vreg) ein Iso-
morphismus ist. Im Fall von Kurven und Flichen ist der Beweis sehr viel einfacher;
fiir Kurven siehe etwa Fulton [5], Kap. 7. In Primzahlcharakteristik ist die Existenz
einer solchen Auflosung in beliebiger Dimension im Allgemeinen unbewiesen.

Ubungen

Ubung 4.4.1 Beweisen Sie Prop. 4.4.5.

Ubung 4.4.2 Vervollstindigen Sie die Argumentation in Beispiel 4.4.7(2) wie folgt:
Es sei char(K) # 2 und sei g € K|[xo,. . ., X,] irreduzibel und homogen vom Grad 2,
n > 2. Zeigen Sie, dass V. (g) rational ist:

(a) Verwenden Sie Aussagen der linearen Algebra um auf den Fall zu reduzieren,
dass die quadratische Form ¢ nicht ausgeartet ist. Zeigen Sie, dass g dann nach
einem linearen Koordinatenwechsel in die Form ¢ = xpx; + g(x2,...,xp)
gebracht werden kann.

(b) Hat g diese Gestalt, dann berechnen Sie die Projektion mit Zentrum [ 1,0, . . ., 0]
von V4 (q) auf Vi (xg) = P! und zeigen Sie, dass diese birational ist.

Ubung 4.4.3 Bestimmen Sie analog zu Beispiel 4.4.8 die strikt Transformierte der
Neilschen Parabel V(xlzxz - xS ) unter der Aufblasung von P2 im Punkt [0,0, 1].

Ubung 4.4.4 Es sei y: P2 --» P2, [x0,x1,%2] = [x1x2,X0X2,x0x]] die ebene
Cremona-Transformation aus Beispiel 4.4.1(3). Berechnen Sie fiir die Schleifenkurve
C = Vi(x2xy — x}(xg — x2)) den Abschluss von i~ (C). Was fallt auf?

Ubung 4.4.5 Es sei X = V,(det) die Hyperfliche aller nicht-invertierbaren Matri-
zen im Raum P"°~1 = PMat,,xn(K). Zeigen Sie, dass X irreduzibel und rational
ist. (Vorschlag: Suchen Sie eine dichte offene Teilmenge von X, die sich explizit
parametrisieren ldsst.)

4.5 Dimension quasiprojektiver Varietiten

In diesem Abschnitt iibertragen wir die Dimensionstheorie vom affinen auf
den quasiprojektiven Fall. Dafiir die ist Beschreibung der Dimension iiber
Ketten von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen am besten geeignet.

Definition Die kombinatorische Dimension eines topologischen Raums
X ist das Supremum {iiber alle ganzen Zahlen d derart, dass eine Kette

DCYHhTrC---CYycX

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X existiert. Sie wird mit
dim(X) bezeichnet.

Wir haben bereits bewiesen, dass die Dimension einer affinen Varietit
mit ihrer kombinatorischen Dimension in der Zariski-Topologie iiberein-
stimmt (Satz 2.8.13). Fiir projektive Varietiten haben wir noch eine weitere
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Definition der Dimension iiber den affinen Kegel gegeben. Wir zeigen spiiter,
dass auch diese Definition kompatibel ist (Satz 4.5.9).

4.5.1 Beispiel Die kombinatorische Dimension ist auBerhalb der algebrai-
schen Geometrie nicht sehr tauglich. Zum Beispiel hat R" in der euklidischen
Topologie die kombinatorische Dimension 0 (Ubung 4.1.7). O

Tatsdchlich kann man nur wenige Eigenschaften der Dimension rein to-
pologisch beweisen. Viele andere gelten nur fiir Varietiten. Im folgenden
bezeichnet dim(V) fiir eine Varietdt V immer ihre kombinatorische Dimen-
sion als topologischer Raum mit der Zariski-Topologie.

4.5.2 Satz (Eigenschaften der Dimension) Es seien V und W Varietiten.

(1) Sind Vy,. .., Vi die irreduziblen Komponenten von V, dann gilt
dim(V) = max{dim(V;) | i = 1,...,k}.

(2) Falls W C V, dann gilt dim(W) < dim(V). Ist zusdtzlich V irreduzibel
und W # V abgeschlossen in 'V, so folgt dim(W) < dim(V).

(3) Ist W C V lokal abgeschlossen und nicht leer, so gelten
dim(W) = dim(W)  und  dim(W \ W) < dim(W).

(4) Es gilt dim(V x W) = dim(V) + dim(W).
(5) Es gilt dim(V) = 0 genau dann, wenn 'V endlich ist.

Beweis. (1) Klar, da jede irreduzible Teilmenge von V in einer der Kompo-
nenten Vi, ..., Vi enthalten ist.

(2) Jede Kette Y1 C > C --- C Y4 von Teilmengen, die in W ab-
geschlossen und irreduzibel sind, ergibt eine Kette ¥; C Y>--- C Y, von
abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von V.

Ist zusitzlich V irreduzibel und W abgeschlossen in V, dann ist jede
abgeschlossene Teilmenge in W auch abgeschlossen in V. Deshalb ldsst sich
jede Kette Y1 C Y»--- C Y4 von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen

Die Beweise fiir (1) jn W verlidngern zu einer Kette Yy C Y»+-- C ¥; C Vin V.
und (2) sind rein J—
topologisch, die (3) Die Ungleichung dim(W) < dim(W) giltnach (2). Fiir die Umkehrung
Aussagen gelten in - nehmen wir an, dass W und damit auch W irreduzibel sind, was nach (1) keine
allen (endlichdimen- i . X — K R i . L=
sionalen) ~ Einschréinkung ist. Da W ein Teilraum eines projektiven Raums ist, ist W nach
_ noetherschen  (2) endlichdimensional. Es sei d = dim(W)undsei¥y C Y1 C--- C Yy =W
gfﬁcﬁe:zci?;g);a(fl) eine Kette maximaler Linge in W. Dann ist ¥ ein Punkt. Nach Kor. 4.3.8
gibt es eine affin-offene Teilmenge U C W, die diesen Punkt enthilt, also mit
Yo cU.DanmnistYy C (Y1 NU) € --- C (YN U) = U eine maximale Kette
in U. Da W irreduzibel ist und U und W offen in W sind, git UNW # 0.
Nach Kor. 2.9.4 haben aulerdem alle maximalen Ketten in U dieselbe Linge.
Deshalb gibt es eine Kette Zy C Z; C --- € Z; = U der Linge d in U mit
Zyo ¢ W.Dannist Zy C (ZinW) C --- C ZgN'W = W eine Kette der
Linge d in W, was dim(W) > dim(W) zeigt.

Fiir den Zusatz iiber die Dimension von W \ W sei Z eine irreduzible

Komponente von W. Da W offen und dicht in W ist, ist dann auch Z N W
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offen und dicht in Z. Also gilt dim(Z \ (Z N W)) < dim(Z) < dim(W) nach
(2). Durchlduft Z alle irreduziblen Komponenten von W, dann wird W \wW
von den abgeschlossenen Teilmengen Z \ (Z N W) iiberdeckt.

(4) folgt aus dem affinen Fall (Satz 2.8.10) unter Verwendung von (3),
ebenso (5) (aus Prop. 2.8.2). O

Das Hauptergebnis von §2.9 iibertrigt sich ebenfalls ins Projektive.

4.5.3 Satz IstV C P" eine irreduzible quasiprojektive Varietit und ist f €
K[xg,...,x,] homogen von positivem Grad, dann haben alle irreduziblen
Komponenten von V N V. (f) die Dimension dim(V) — 1.

Beweis. Nach Koordinatenwechsel konnen wir annehmen, dass keine irre-
duzible Komponente von V NV, (f) in der Hyperebene V, (xo) enthalten ist.
Nach Satz 2.9.1 haben alle Komponenten der affinen Varietit VNV, (f)N Dy
die Codimension 1 in V. Nach Satz 4.5.2(3) stimmen diese Dimensionen mit
denen der irreduziblen Komponenten von V NV, (f) liberein. O

Der folgende Satz fasst noch einmal die unterschiedlichen Charakterisie-
rungen der Dimension einer Varietiit zusammen.

4.5.4 Satz (Dimension einer quasiprojektiven Varietit) Die Dimension
einer irreduziblen Varietdt V ist dquivalent gegeben durch

(1) die grofite Zahl d, fiir die eine Kette
OCWo Wi C---CWag=V

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von V existiert.
(2) den Transzendenzgrad des Funktionenkorpers K(V) iiber K;
(3) die Dimension des Tangentialraums an einen reguldren Punkt von V.

Beweis. Wenn wir von (1) als Definition von dim(V) ausgehen, dann sagt
Satz 4.5.2(3), dass die Dimension jeder nicht-leeren offenen affinen Unter-
varietit W von V mit der von V iibereinstimmt. Die Dimension von W ist
nach Satz 2.8.13 gerade der Transzendenzgrad von K(W) iiber K und nach
Prop. 4.4.3 gilt K(W) = K(V). Fiir jeden regulidren Punkt p € W gilt aufer-
dem dim(7},(W)) = dim(W) nach Definition der Regularitit, und damit auch
dimg T,(W) = dim(V). Da jeder Punkt von V eine affine offene Umgebung
besitzt, folgt die Behauptung. O

4.5.5 Korollar Existiert zwischen zwei irreduziblen Varietciten V und W
eine dominante rationale Abbildung ¢:V --- W, dann folgt

dim(W) < dim(V).
Insbesondere haben birational dquivalente Varietdten dieselbe Dimension.

Beweis. Jede dominante rationale Abbildung V --- W induziert nach Pro-
position 4.4.5 eine Einbettung K(W) c K(V). Damit folgt die Behauptung
aus dim(V) = trdeg(K(V)/K) > trdeg(K(W)/K) = dim(W). O
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Wir beweisen noch eine Verstiarkung dieser Aussagen, mit deren Hil-
fe wir anschlieBend noch eine weitere Beschreibung der Dimension einer
projektiven Varietét beweisen konnen.

4.5.6 Proposition Es sei ¢: V — W ein dominanter Morphismus zwi-
schen irreduziblen Varietditen. Dann gilt dim(V) > dim(W) und fiir jedes
g € W hat jede irreduzible Komponente der Faser ¢~'(q) mindestens die
Dimension dim(V) — dim(W).

Beweis. Es sei d = dim(V) und e = dim(W). Die Ungleichung d > e
haben wir gerade bewiesen. Ist ¢ € W, dann kdnnen wir W durch eine
affine offene Umgebung von ¢ in W ersetzen. Auflerdem wird V von offenen
affinen Untervarietiten iiberdeckt. Deshalb konnen wir ohne Einschriankung
annehmen, dass V und W affin sind. Es sei W c A" abgeschlossen und sei
q € W ein Punkt. Wir behaupten, dass es gi,...,8. € K[yi,...,yn] gibt
derart, dass W N V(gy,...,g.) aus endlich vielen Punkten besteht und ¢
enthilt. Dies folgt durch induktive Anwendung von Satz 2.9.1 (siehe auch
Ubung 2.9.2): Fiir e = 0 ist W = {g} und nichts zu zeigen. Andernfalls
wihlen wir g; € K[yy,...,y,] mit g;lw # O und g(g) = 0. Sind Y1,..., Yk
die irreduziblen Komponenten von V(g;) N W, dann wahlen wir g, mit
gly, #0fiiri = 1,...,k und g2(g) = 0, und so weiter. Nach e Schritten ist
W N V(gi,...,g) nach Satz 2.9.1 dann nulldimensional, also endlich.

Nun ist jede irreduzible Komponente von ¢~!(g) eine Komponente von
0o Y (Z) = V(¢*(g1),. . .,¢*(ge)). Nach Kor. 2.9.5 haben alle diese Kompo-
nenten mindestens die Dimension d — e. O

4.5.7 Bemerkung Prop. 4.5.6 ist nur eine schwache Version des Satzes iiber die
Faserdimension: Ist ¢: V — W ein surjektiver Morphismus zwischen irreduziblen
Varietiten, dann gibt es eine nicht-leere offene Teilmenge U C W derart, dass alle
Fasern von ¢ iiber Punkten von U die reine Dimension dim(V) — dim(W) haben.
Fiir diese Aussage und weitere Verfeinerungen verweisen wir auf Shafarevich [14],
Kap.1, §6.3.

4.5.8 Korollar Ist ¢: V — W ein surjektiver Morphismus mit endlichen
Fasern, dann gilt dim(V) = dim(W). O

4.5.9 Satz (Dimension einer projektiven Varietit) Die Dimension einer
irreduziblen projektiven Varietdt X C P" ist dquivalent gegeben durch

(1) die grofite Zahl d, fiir die eine Kette
0CXCXi G CXy=X

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von X existiert.

(2) den Transzendenzgrad des Funktionenkorpers K(X) tiber K ;

(3) die Dimension des (abstrakten oder projektiven) Tangentialraums an
einen reguldren Punkt von X;

(4) den Grad des Hilbert-Polynoms von X;

(5) die grofite Zahl d derart, dass L N X # O fiir jeden projektiven Unter-
raum L C P" mit dim(L) = n — d gilt.
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(6) dim(X) — 1, wobei X ¢ A" der affine Kegel iiber X ist.

Beweis. Wir gehen wieder von (1) als Definition von d = dim(X) aus. Die
Ubereinstimmung mit (2) und (3) gilt nach Satz 4.5.4. Die Gleichheit mit
(4) ist Satz 3.7.5. Die Gleichheit mit (5) beweisen wir durch Induktion nach
der Codimension n — d von X. Fiir n — d = 0 ist X = P" und es ist nichts zu
zeigen. Sei also n—d > 1. Fiir jeden Punkt p € P"\ X ist die Einschrinkung
der Projektion 7, : P -- > P! mit Zentrum p auf X ein Morphismus mit
endlichen Fasern. (Denn jede Faser von 7, ist eine Gerade und die Urbilder
in X sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit X.) Fiir Y = m,(X) folgt
damit dim(Y) = dim(X) nach Kor. 4.5.8.

Ist L c P" ein projektiver Unterraum der Dimension n — d, dann miissen
wir L N X # 0 zeigen. Falls L in X enthalten ist, ist nichts zu zeigen.
Andernfalls sei p € L\ X. Dann ist L" = 7,(L \ {p}) ein projektiver
Unterraum der Dimension n — d — 1 in P"~! und damit folgt L’ NY # 0 nach
Induktionsvoraussetzung. Wegen 77! (L) = L \ {p} und X = 7r;1(Y) folgt
daraus auch LN X # 0.

Ist umgekehrt p € P" \ X beliebig und L’ ein projektiver Unterraum der
Dimension n —d —2 in P" ! mit L’ NY = 0, dann ist L = n;l(L’) ein
projektiver Unterraum der Dimension n — d — 1 in P" mit L N X = 0. Die
Behauptung ist bewiesen.

Um die Gleichheit mit (6) zu zeigen, seien xy,. .., x, Koordinaten auf
P bzw. A™*!, dann ist der Schnitt von X mit der Hyperebene V(x;) = A" in
A" gerade die affine Varietit X N D, (x;). Istetwa V = XND(xy) # 0, dann
folgt V = X und damit dim(V) = dim(X) nach Satz 4.5.2(3). Andererseits
ist die Abbildung V x A! --» X, (p,t) + t - p dann birational, woraus

dim(X) = dim(V) + 1 = dim(X) + 1 folgt. O
Ubungen

Ubung 4.5.1 Es sei X C P" eine projektive Varietit.

(a) Es sei L c P" ein projektiver Unterraum der Dimension d, gegeben durch
Linearformen L = V. ({y,...,{,_g). Gilt X N L = 0, dann ist

L X > P p s [6(p). . bma(P)]

eine homogene Polynomabbildung auf X (die Projektion mit Zentrum L).
Zeigen Sie, dass dim(X) = dim(rr,(X)) gilt. (Vorschlag: Induktion nach d).

(b) Esseigp: X — PK eine beliebige homogene Polynomabbildung. Zeigen Sie,
dass dim(X) = dim(¢(X)) gilt. (Vorschlag: Verwenden Sie Teil (a) und eine
geeignete Veronese-Einbettung.)
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KAPITEL 5

Erginzende Themen

5.1 Grafmann-Varietiiten
5.2 Konstruierbare Mengen

5.3 Varietiiten iiber beliebigen Korpern
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KAPITEL A

Kommutative Algebra

A.l1 Kommutative Ringe und Moduln

A.1.1 Ringe

Wir setzen die Vertrautheit mit Grundbegriffen der abstrakten Algebra, wie
Ring, Korper, Polynom, Ideal usw. voraus. Diese finden sich in jedem Lehr-
buch der Algebra, zum Beispiel dem von Bosch [2]. Trotzdem fassen wir das
Wichtigste hier kurz zusammen, zum Nachschlagen oder Wiederholen.

Ein Ring ist eine nicht-leere Menge R zusammen mit zwei Verkniip-
fungen + und - mit folgenden Eigenschaften: Unter der Addition ist R eine
abelsche Gruppe mit neutralem Element 0. Die Multiplikation besitzt ein
neutrales Element 1 und erfiillt fiir alle a, b,c € R die Bedingungen

(1) a(bc) = (ab)c (Assoziativitdt)
(2) ab = ba (Kommutativitdr)
3) a(b + ¢) = ab + ac (Distributivitdr)

Ein Ring ist in diesem Buch also immer ein kommutativer Ring mit Eins.
Beispiele sind der Ring Z der ganzen Zahlen sowie die Polynomringe. Es
gibt auch den Nullring R = {0}, der einzige Ring mit 1 = 0.

Sei von nun an immer R ein Ring. Ein Nullteiler in R ist ein Element
a € R, zudem ein b € R mit b # 0 aber ab = 0 existiert. Wenn R nicht der
Nullring ist und keine Nullteiler auler 0 besitzt, dann heit R nullteilerfrei
oder ein Integritiatsring. Ein Element u € R heilit eine Einheit, wenn es
u~! € R mit uu~' = 1 gibt. Die Einheiten bilden unter Multiplikation eine
abelsche Gruppe, die Einheitengruppe R*. Ein Ring K ist ein Korper, wenn
K* = K \ {0} gilt. Ein Teilring von R ist eine Teilmenge S C R, die unter
Addition und Multiplikation abgeschlossen ist und die 1 aus R enthilt.

Ein Polynom in n Variablen x,...,x, mit Koeffizienten in R ist ein

Ausdruck der Form f = ZaeN{; CaX{" - -+ x," it c, € R, wobei nur endlich

viele Koeffizienten ¢, ungleich 0 sind. Das Monom x® = x{"' - - - x;;" hat den
Totalgrad |@| = @) +- - -+ a;,. Der Grad von f ist der hochste Totalgrad eines
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Monoms, das in f mit einem Koeffizient ungleich 0 vorkommt; aulerdem
ist deg(0) = —oo. Der Grad geniigt den Regeln:

(1) deg(f +g) < max{deg(f),deg(g)}.
(2) deg(fg) = deg(f) + deg(g), falls R ein Integrititsring ist.

Fir n = 1 heift der Koeffizient cgeg(ry # O der Leitkoeffizient von f,
geschrieben LC(f). Ist LC(f) = 1, so heifit f normiert.

Die Polynome in x7, . . ., x, mit Koeffizienten in R bilden mit der iiblichen
Addition und Multiplikation den Polynomring R[x,. .., x,]. Ist R ein Inte-
grititsring, dann gilt fiir die Einheitengruppen immer R[xy,...,x,]* = R*,
das heift, invertierbar sind hochstens konstante Polynome.

Ein Ideal in einem Ring R ist eine nicht-leere Teilmenge / ¢ R mit den
folgenden beiden Eigenschaften:

(1) Firallea,b e Igilta+bel.
(2) Firalleae Iundr € Rgiltracl.

Ist T c R eine Teilmenge, dann besteht das von 7 erzeugte Ideal in R
aus allen Summen von Produkten der Form rf, mit r € Rund ¢t € T. Ist

insbesondere T = {ay,...,a;} endlich, dann schreiben wir
(ai,...,ax) = {rlal + o trgag | ry,.. 1k € R}
fiir das von ay,...,ar in R erzeugte Ideal. (Die leere Menge erzeugt das

Nullideal.) Ein Ideal, das von einem einzigen Element a € R erzeugt wird,
heifit ein Hauptideal. Der Polynomring K[x] in einer Variablen iiber einem
Korper K ist ein Hauptidealring, das heifit jedes Ideal I in K[x] ist ein
Hauptideal, nimlich erzeugt vom grofiten gemeinsamen Teiler aller Elemente
in 1. Dagegen ist K[xy,...,x,] fir n > 2 kein Hauptidealring, denn schon
das Ideal (xj,xp) ist ersichtlich kein Hauptideal. Hierin liegt der grofBte
strukturelle Unterschied zwischen dem Polynomring in einer und dem in
mehreren Variablen.

Zu jedem Ideal / in einem Ring R konnen wir den Restklassenring (oder
Faktorring, manchmal auch Quotienten)

R/I={a+1|acR}

bilden, der aus allen Restklassen a+1 fiir a € R besteht. Das ist die natiirliche
Verallgemeinerung der modularen Arithmetik in Z auf beliebige Ringe.

Ein Homomorphismus zwischen Ringen R und S ist eine Abbildung
¢: R — S mit folgenden Eigenschaften fiir alle a,b € R:

@(a+b) = g(a)+¢b), ¢ab) = p(a)p(b), ¢(1)=1.

Der Kern von ¢ ist das Ideal Kern(¢) = {a € R | ¢(a) = 0} in R. Das
Bild, also die Menge Bild(¢) = {¢(a) | a € R}, ist ein Teilring von S,
aber im Allgemeinen kein Ideal. Es gilt der wichtige Homomorphiesatz: Ist
I C R ein Ideal mit I c Kern(¢p), dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus ¢: R/I — S mit p(a + I) = p(a). Ist I = Kern(y), so ist
@ injektiv, woraus Bild(¢) = R/Kern(y) folgt (der Isomorphiesatz).
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Seien a, b,c € R Elemente mit a = bc. Dann heiflen b und ¢ Teiler von a,
geschrieben b|a bzw. c|a. Sie heilen echte Teiler, falls b und ¢ beide keine
Einheiten sind. Ein Element a € R heif3t irreduzibel, wenn es nicht 0 und
keine Einheit ist und keine echten Teiler besitzt.

Ein Ideal P in einem Ring R heifit prim oder Primideal, wenn P # R ist
und folgendes gilt: Sind a,b € R mit ab € P, dann folgt a € P oder b € P.
Das ist dquivalent dazu, dass der Restklassenring R/P ein Integritétsring
ist. Ein Ringelement p € R \ {0} heiBt prim, wenn das Hauptideal (p)
prim ist. Das bedeutet, aus p|ab folgt p|a oder p|b, fiir alle a,b,€ R. Jedes
Primelement ist irreduzibel, aber die Umkehrung ist i.A. falsch (§A.2.2).

Ein Ideal m heiflt maximal, wenn m # R ist und kein Ideal / mit
m C I C R existiert. Das ist dquivalent dazu, dass der Restklassenring R/m
ein Korper ist. Es folgt, dass jedes maximale Ideal ein Primideal ist.

Zu einem Ideal I C R ist

VI = {a € R | es gibt eine natiirliche Zahl m mit a™ € I }

wieder ein Ideal, das Radikal von /. Gilt die Gleichheit I = VI , dann heif3t
I ein Radikalideal. Das ist dquivalent dazu, dass der Restklassenring R/I
reduziert ist, also keine nilpotenten Elemente ungleich 0 besitzt. Man kann
beweisen, dass Vi genau der Durchschnitt aller Primideale von R ist, die /
enthalten (Ubung 2.7.7).

A.1.2 Moduln

Moduln iiber Ringen sind das, was Vektorrdaume iiber Korpern sind. Thre
Theorie ist die »lineare Algebra iiber Ringen«. Wir brauchen den Begriff
im Grunde nur als technisches Hilfsmittel fiir die Ringtheorie. Andererseits
kommen Moduln in den einfiihrenden Vorlesungen zur Algebra oft gar nicht
vor, so dass wir hier eine knappe Einfiihrung geben. In der algebraischen
Geometrie sind Moduln auBlerdem von grundlegender Bedeutung fiir die
Theorie der Vektorbiindel. Das spielt in diesem Buch aber keine Rolle.

Es sei immer R ein Ring (kommutativ mit Eins).

Definition Ein R-Modul, ist eine abelsche Gruppe (M, +) mit einer Ver-
kniipfung R Xx M — M, (a,m) — a - m = am mit folgenden Eigenschaften:

1) a(x+y)=ax+ay
) (a+ b)x =ax + bx
3) (ab)x = a(bx)

4 1x=x

fiir alle a,b € Rund x,y € M.

A.1.1 Beispiele (1) Ein K-Modul iiber einem Korper K ist dasselbe wie
ein K-Vektorraum. (2) Die Z-Moduln sind die abelschen Gruppen selbst, mit
nx = x + ---+ x (n Summanden). (3) Ist S ein Ring und R C § ein Teilring,
dann ist S ein R-Modul, mit der Multiplikation in S. (4) Fiir jedes n € N ist
R™ in der iiblichen Weise ein R-Modul.
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Analog zum Fall von Vektorraumen hat man eine Reihe weiterer Be-
griffe. Ein Untermodul eines R-Moduls M ist eine nicht-leere Teilmenge
N Cc M, die abgeschlossen ist unter Addition und unter Multiplikation mit

Ringelementen. Sind xi,. .., x; € M, dann schreiben wir
(X1, XK)R = {a1x1 + - tagxg | ay,. .. ,a € R}
fiir den von xi,. . ., x; in M erzeugten Untermodul. Allgemeiner ist (T")g fiir

eine Teilmenge 7 C M der von T erzeugte Untermodul, der aus allen R-
Linearkombinationen von Elementen aus 7 besteht. Ein Untermodul N ¢ M
heift endlich erzeugt, wenn es xj,...,x; € N mit N = (xq,...,x;)r gibt.

A.1.2 Beispiele (1) Wenn wir den Ring R als R-Modul iiber sich selbst
auffassen, dann sind die Untermoduln genau die Ideale von R. (2) Im Poly-
nomring R[x] ist R[x]<q = {f € R[x] | deg(f) < d} fiir jedes d > 0 ein
Untermodul, der von den Monomen 1, x,. .., x? erzeugt wird. Dagegen ist
R[x] insgesamt als R-Modul nicht endlich erzeugt. O

Eine Abbildung ¢: M — M, zwischen R-Moduln heif3t R-linear (oder
Homomorphismus von R-Moduln), wenn sie fiir alle x,y € M; und a,b € R
die Gleichheit

¢(ax + by) = ap(x) + bp(y)

erfiillt. Zu jeder R-linearen Abbildung ¢: M| — M, gehoren die Untermo-
duln Bild(¢) ¢ M, und Kern(p) = {x € M| | ¢(x) = 0} C M.

Zu jedem Untermodul N ¢ M kann man den Faktormodul (oder
Quotienten- oder Restklassenmodul) M /N bilden, der aus allen Nebenklas-
sen x + N der additiven Untergruppe N in M besteht und durch a(x + N) =
ax + N zu einem R-Modul wird.

Es gilt der Homomorphiesatz: Ist ¢: M; — M, eine R-lineare Ab-
bildung und Ny ¢ M, ein Untermodul mit N; C Kern(yp), dann induziert
¢ eine R-lineare Abbildung ¢: M;/N; — M, durch o(x + N;) = ¢(x).
Daraus folgt der Isomorphiesatz: Ist N; = Kern(y), dann induziert p einen
Isomorphismus M; /Kern(g) — Bild(¢).

Ist A ein Ring und R C A ein Teilring, dann kénnen wir A als R-Modul
auffassen oder auch als R-Algebra. Dabei ist A

(1) eine endlich erzeugte R-Algebra, wenn es yi,...,y, € A gibt, in
denen jedes Element von A als Polynom dargestellt wird, wenn also

A=(y"aeNpr

gilt. Das ist dquivalent zur Existenz eines surjektiven Ringhomomor-

phismus ¢: R[ty,...,t,] — A, der aulerdem R-linear ist.
(2) ein endlicher R-Modul, wenn A als R-Modul endlich erzeugt ist, das
heif3it, wenn es yy,...,y, € A gibt mit

A= <)’1’-~~’Yn>R-

Nach dem Isomorphiesatz fiir Moduln ist das dquivalent zur Existenz
einer R-linearen Surjektion R" — A.
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A.1.3 Lemma Seien C C B C A Ringe. Ist A ein endlicher B-Modul und
B ein endlicher C-Modul, dann ist A ein endlicher C-Modul.

Beweis. Sind ay,...,a, € A Erzeuger von A als B-Modul und by,...,b,
Erzeuger von B als C-Modul, dann sind die Produkte a;b;,i = 1,...,m,
j =1,...,n Erzeuger von A als C-Modul; siehe auch Ubung A.1.3. O

Ubungen

Eine Reihe von Aufgaben zur Ringtheorie finden sich in Kapitel 2. Hier sind
ein paar ergidnzende Aufgaben zu Moduln. In den folgenden Aufgaben sei
stets R ein Ring (kommutativ mit Eins) und M ein R-Modul.

Ubung A.1.1 Zeigen Sie: Ist T C M eine Teilmenge, dann ist der erzeugte Unter-
modul (T)g gerade der Durchschnitt aller Untermoduln von M, die T enthalten.

Ubung A.1.2 Beweisen Sie den Homomorphie- und den Isomorphiesatz fiir Moduln.
Ubung A.1.3 Vervollstindigen Sie den Beweis von Lemma A.1.3.

Ubung A.1.4 Geben Sie ein Beispiel fiir einen Ring R, einen R-Modul M und einen
Untermodul N an derart, dass der Faktormodul. M /N nicht isomorph zu einem
Untermodul von M ist. Ist das auch moglich, wenn R ein Korper ist?

Ubung A.1.5 Seien N, P c M Untermoduln. Zeigen Sie: Genau dann ist

NxP — M
o
(x,y) > x+y

ein Isomorphismus, wenn N + P = M und NN P = {0} gelten. Wie lautet die richtige
Entsprechung fiir endlich viele Untermoduln? Und wie fiir unendlich viele?

Ubung A.1.6 Seien P,N ¢ M zwei Untermoduln.
(a) Falls P c N, dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus
(M/P)/(N/P) = M/N.
(b) Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus
(N +P)/N = P/(NNP).
Ubung A.1.7 Seien P,N c M zwei Untermoduln und setze
(N:P)={a€cR|aP cC N}.
Insbesondere heiit Ann(M) = (0 : M) der Annulator von M. Zeigen Sie:

(a) Die Teilmenge (N : P) von R ist ein Ideal.

(b) Ist I C R ein Ideal mit I ¢ Ann(M), dann ist M in natiirlicher Weise ein
R/I-Modul. Der Annulator von M in R/Ann(M) ist das Nullideal.

(c) Es gilt Ann(N + P) = Ann(N) N Ann(P).
(d) Esgilt (N : P) = Ann((N + P)/N).
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A.2 Noethersche Ringe

A.2.1 Der Hilbert’sche Basissatz

Ein Ring R hei3t noethersch, wenn alle seine Ideale endlich erzeugt sind.
Dies ldsst sich auf mehrere Weisen dquivalent beschreiben.

A.2.1 Lemma Fiir einen Ring R sind dquivalent:

(i) Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt, d.h. R ist noethersch.
(ii) R erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung fiir Ideale.
(iii) Jede nicht-leere Menge von Idealen besitzt ein maximales Element.

Beweis. (i)=(ii). Die aufsteigende Kettenbedingung fiir Ideale bedeutet: Ist
Iy c I, c I C --- eine Folge von in einander enthaltenen Idealen in R, dann
wird die Kette stationdr, das heilit, es gibt einen Index k mit I; = I fiir alle
Jj =2 k. Um das zu beweisen, betrachten wir die Vereinigung J = U;‘;] I;.
Aufgrund der aufsteigenden Inklusionen ist J ein Ideal und damit nach
Voraussetzung endlich erzeugt, etwa J = (ay,. . .,a,,). Jedes a; ist in einem
der Ideale I; enthalten. Wir konnen also einen Index k mit ay,...,a,, € Ix
wihlen, dann folgt I = J, also I; = I fiir alle j > k.

(ii)=(iii). Sei A eine nicht-leere Menge von Idealen in R und sei I} € A
beliebig. Falls I} nicht maximal ist, dann gibtes I, € Amit I} C L. Ist I
nicht maximal, dann konnen wir dieses Argument wiederholen und I3 € A
mit I, C I3 wihlen, und so fort. Aufgrund der aufsteigenden Kettenbedin-
gung miissen wir dabei nach endlich vielen Schritten ein maximales Element
von A erreichen.

(iii)=(i). Ist I ein Ideal, dann bilden wir die Menge A aller endlich
erzeugten Ideale, die in / enthalten sind. Diese ist nicht leer, denn es gilt (0) €
A. Nach Voraussetzung enthélt A ein maximales Element J = (ay,...,ax).
Ist nun b € I beliebig, dann folgt J = (ay, . . ., ax, b) aus der Maximalitit von
J, also b € J und damit insgesamt I = J. Also ist / endlich erzeugt. O

A.2.2 Proposition Sei R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeug-
ter R-Modul. Dann ist auch jeder Untermodul von M endlich erzeugt.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach der Anzahl n
der Erzeuger von M. Fiir n = 0 (Nullmodul) ist nichts zu zeigen. Sei n = 1
und M = (x)g fiir x € M. Die Abbildung ¢: R — M, a > ax ist dann eine
R-lineare Surjektion. Ist nun N ¢ M ein Untermodul, dann ist ¢! (N) c R
ein Untermodul, also ein Ideal in R. Da R noethersch ist, ist ¢~!(N) endlich
erzeugt, etwa ¢~ '(N) = (ay,...,ax). Es folgt N = (ayx,...,arx)g.

Sein > 2und M = (xy,...,x,)r. Betrachte den Faktormodul M’ =
M /{x,)r und schreibe X fiir die Restklasse von x € M in M’. Dann gilt
M’ = (x1,...,%1)r. Ist nun N ein Untermodul von M, dann ist N ¢ M’
ein Untermodul von M’ und nach Induktionsvoraussetzung endlich erzeugt,
etwa N = 1, - Yr)r fiir yi,...,yx € N. Das bedeutet aber, dass jedes
y € N eine Darstellung y = Zf:] a;y;i+bx, (mitay,...,ax, b € R)besitzt. Es
folgt bx,, € N. Nach dem Fall n = 1 ist auBerdem N N (x,,)g endlich erzeugt,
etwa N N {(x,)r = {z1,...,21)R. ES folgt N = (yl, e V2 > ZI)R- O
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A.2.3 Satz (Hilbert’scher Basissatz) Ist R ein noetherscher Ring, dann ist
auch der Polynomring R[xy,. .., x,]| noethersch.

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir n = 1 zu beweisen, dann folgt der
allgemeine Fall durch Induktion. Sei 7 ein Ideal in R[x]. Die Menge

J=A{LC(N) | f €1}

aller Leitkoeffizienten aus [ ist ein Ideal in R. Da R noethersch ist, ist J
endlich erzeugt, etwa J = (ay,. . .,a,,). Fir jeden Index i wihlen wir f; € I
mit LC(f;) = a;. Wir betrachten I’ = (fi,..., f;) C I und setzen

r = max{deg(f;) |i=1,...,m}.

Sei nun f € I beliebig vom Grad d, f = Z;jzo b;x'. Angenommen, es ist
d > r. Wir schreiben by = Y u;a; € J, mit u; € R, dann folgt

m
f- Z uifl-xd_deg(f") el
i=1
Dieses Polynom hat Grad kleiner d und der zweite Summand liegt in /'
Indem wir dieses Argument wiederholen, erhalten wir eine Darstellung
f=g+h mitgel deg(g)<dundhel.

Seinun M = R[x]gd dervon 1,x,...,x91 erzeugte Untermodul der Poly-

nome vom Grad < d in R[x]. Dann haben wir
I=InM)+TI

bewiesen. Da M endlich erzeugt ist, ist auch I N M endlich erzeugt nach
Prop. A.2.2. Sind gi,...,gn Erzeuger von I N M, dann folgt also I =
(fi,---»fm>&15- - -»&n) und damit die Behauptung. O

A.2.4 Korollar Ist R ein noetherscher Ring, dann ist auch jede endlich
erzeugte R-Algebra noethersch.

Beweis. Eine endlich erzeugte R-Algebra ist ein Ring A, zu dem ein surjek-

tiver Homomorphismus ¢: R[¢,...,t,] — A existiert. Ist I C A ein Ideal,
dann ist also ¢~!(I) endlich erzeugt nach dem Basissatz. Die Bilder der
Erzeuger unter ¢ erzeugen dann /. O

Die Koordinatenringe affiner Varietiten sind damit allesamt noethersch,
ebenso wie ihre Lokalisierungen (Kor. 2.7.5), die in der Regel nicht endlich
erzeugt sind. In noetherschen Ringen lassen sich erstaunlich viele Aussagen
beweisen, die zu denen in Polynomringen und Koordinatenringen analog
sind. Diese Erkenntnis ist vor allem mit dem Namen Emmy Noether ver-
bunden und hat die Entwicklung der kommutativen Algebra zu Beginn des
zwanzigsten Jahrhunderts befliigelt.
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A.2.2 Faktorielle Ringe

Ein Integritétsring R heiflt faktoriell, wenn jedes Element @ € R eine Dar-
stellung a = py - - - p; als Produkt von irreduziblen Elementen py,...,p, € R
besitzt, wobei die p; bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit (d.h. Mul-
tiplikation mit Einheiten) eindeutig bestimmt sind. Das erste Beispiel ist
die eindeutige Primfaktorzerlegung fiir ganze Zahlen. Allgemeiner ist jeder
Hauptidealring faktoriell, damit insbesondere der Polynomring K[x] in einer
Variablen iiber einem Korper K. Um zu beweisen, dass auch Polynomrin-
ge in mehreren Variablen faktoriell sind, muss man etwas mehr tun. Ganz
allgemein gilt zunichst die folgende Charakterisierung.

Sei p € R nicht 0 und keine Einheit. Wie in §A.1.1 definiert heifit p dann

o irreduzibel, wenn die Implikation (p = ab) = (a € R* vV b € R) gilt.
o prim, wenn die Implikation (p|ab) = (p|a V p|b) gilt.

A.2.5 Satz Ein noetherscher Integrititsring R ist genau dann faktoriell,
wenn jedes irreduzible Element in R prim ist.

Beweisskizze. Sei R faktoriell und p € R irreduzibel. Sind a,b € R mit
plab, etwa ab = pc, dann schreiben wir a, b, ¢ als Produkt von irreduziblen
Elementen. Die Eindeutigkeit der Zerlegung von ab impliziert dann, dass p
unter den Faktoren von a oder b auftauchen muss, was zeigt, dass p prim ist.

Sei umgekehrt jedes irreduzible Element in R prim. Da R noethersch ist,
konnen wir jedes Element a € R in ein Produkt von irreduziblen Elementen
zerlegen. Denn ist a nicht schon selbst irreduzibel, dann ist a = bc, wobei b, ¢
keine Einheiten sind. Ist b oder ¢ nicht irreduzibel, ohne Einschrinkung etwa
b, dann konnen wir b weiter zerlegen. Dies ergibt eine aufsteigende Kette von
Hauptidealen (a) c (b) C - - -, die stationidr wird, weil R noethersch ist. Also
besitzt a eine Darstellung a = p; - - - p, als Produkt von irreduziblen Elemen-
ten, und diese sind nach Voraussetzung alle prim. Daraus folgt wiederum
die Eindeutigkeit der Zerlegung, denn sind a = p;---px = q1 - g5 zwei

Zerlegungen in Primfaktoren, dann muss p; einen der Faktoren ¢y,...,qs
teilen. Durch Induktion nach r sieht man dann, dass r = s gelten muss und
dass py,...,pr und qy,. . ., g, bis auf Reihenfolge iibereinstimmen. O

Wie im Beweis angedeutet, ist die Zerlegung eines Elements in Prim-
faktoren immer von selbst eindeutig, wihrend das fiir Zerlegungen in ir-
reduzible Faktoren nicht unbedingt der Fall ist. Das Standardbeispiel fiir
einen Integrititsring, der nicht faktoriell ist, ist der Ring Z[\/—_S], in dem
zum Beispiel die Zahl 2 irreduzibel aber nicht prim ist. Entsprechend besitzt
6 = 2-3 = (1+V=5)(1-V-5) zwei verschiedene Zerlegungen in irreduzible
Faktoren in Z[\/—_S]. Ein Koordinatenring einer affinen Varietét, der nicht
faktoriell ist, ist zum Beispiel K[x,y,z]/(xy — z?) (Ubung A.2.3).

Es gibt auch faktorielle Ringe, die nicht noethersch sind, zum Beispiel
den Polynomring in unendlich vielen Variablen iiber einem Korper. Tat-
sdchlich muss ein faktorieller Ring die aufsteigende Kettenbedingung fiir
Hauptideale erfiillen, aber nicht unbedingt fiir alle Ideale. Wir beschrinken
uns hier der Einfachheit halber auf den noetherschen Fall.
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Die nichste Aussage ist eine Version des sogenannten Gauf3’schen Lem-
mas. Wir geben hier einen direkten Beweis in der fiir uns passenden Form.
Siehe etwa Bosch [2], §2.7 fiir eine ausfiihrlichere Darstellung.

A.2.6 Lemma E:s sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper F.

(1) Esseien f,g,h € F[x]|normierte Polynome mit f = gh. Falls f € R[x]
gilt, so auch g, h € R[x].

(2) Ein normiertes Polynom f € R|x] ist genau dann irreduzibel in R[x],
wenn es in F|[x] irreduzibel ist.

(3) Zwei normierte Polynome fi, f € R[x] sind genau dann teilerfremd
in R[x], wenn sie in F|[x] teilerfremd sind.

Beweis. (1) Es sei f € R[x] normiert und f = gh mit g, h € F[x] ebenfalls
normiert. Als erstes sorgen wir dafiir, dass h primitiv wird, also teilerfremde
Koeflizienten in R hat. Wir wihlen ¢ € R, ¢ # 0, derart, dass ch Koeflizienten
in R hat (etwa das Produkt aller Nenner in den Koeffizienten von £). Ist ¢’ der
groBte gemeinsame Teiler aller Koeffizienten von ch, dann ist iy = (¢/c’)h
primitiv. Mit go = (¢’/c)g gilt weiterhin f = gohg. Nun zeigen wir gy € R[x].

Schreibe f = 3 ¢;t’, go = X u;t' mitu; € Fund by = 3 a;t*, mita; € R.
Wir wollen u; € R fiir alle i zeigen. Wihle wieder b € R mit bgy € R[x] und
angenommen b ist keine Einheit in R. Sei dann p € R ein Primteiler von b.
Da hy primitiv ist, gibt es einen kleinsten Index r mit p t a,-. Falls p nicht alle
Koeffizienten von bg teilt, dann gibt es einen kleinsten Index s mit p 1 bu.
Aus bf = (bgo)ho folgt durch Koeffizientenvergleich

bervs = agbutyys + a1bupig_1 + -+ - + apbuy + -+ + apibug.

Nach Wahl von r und s sind auf der rechten Seite alle Terme durch p teilbar,
aufer a, bu,, im Widerspruch dazu, dass auch die linke Seite durch p teilbar
ist. Dieser Widerspruch zeigt, dass alle Koeffizienten von bgg durch b teilbar
sind. Also hat gy bereits Koeffizienten in R. Da dies auch fiir A gilt, folgt
aus goho = f, dass die Leitkoeffizienten von go und /¢ Einheiten in R sind.
Also gilt auch g, h € R[x].

(2) folgt leicht aus (1). Fiir (3) betrachten wir den grofiten gemeinsamen
Teiler von f und f; in F[x]. Nach (1) liegt dieser dann in R[x]. O

A.2.7 Satz Ist R ein noetherscher faktorieller Ring, dann ist auch der
Polynomring R[xi,. .., x,] faktoriell.

Beweisskizze. Es geniigt, die Aussage fiir n = 1 zu beweisen, dann folgt sie
mit R[xy,...,x,] = R[x1,...,%,-1][x] allgemein durch Induktion nach n.
Ist f € R[x] ein irreduzibles Polynom, dann ist entweder f konstant und
damit prim in R, da R faktoriell ist. Man sieht dann leicht, dass f auch in R[x]
primist. Oder f hat positiven Grad, dann ist es nach dem Gauf3’schen Lemma
A.2.6 auch in K[x] irreduzibel, wobei K = Quot(R). Deshalb ist f € K[x]
prim, da K[x] faktoriell ist. Daraus kann man wiederum schlie3en, dass f
auch in R[x] prim ist. AuBerdem ist R[x] noethersch nach dem Hilbert’schen
Basissatz A.2.3, und damit nun faktoriell nach Satz A.2.5. Siehe etwa Bosch
[2], §2.7 fiir einen vollstindigen Beweis. O

147



148

A Kommutative Algebra

A.2.3 Die Primirzerlegung

Die Primirzerlegung brauchen wir technisch nur an einer Stelle, in . . . . Fiir
die kommutative Algebra ist das Konzept allerdings grundlegend, so dass
wir hier eine kurze Einfiihrung geben.

Im Polynomring K[xi,...,x,] iiber einem (algebraisch abgeschlosse-
nen) Korper K beweisen wir in Kapitel 2 die folgende Aussage: Ist I C
K[xi,...,x,] ein Ideal, dann besitzt die Varietit V = V(I) eine eindeuti-
ge Zerlegung V = V; U --- UV, in irreduzible Komponenten, deren Ver-
schwindungsideale P; = Z(V;) dann prim sind (§2.3). Nach dem starken
Nullstellensatz 2.1.11 bedeutet das die Gleichheit

Vi=P n---NP,.

(siehe auch Ubung 2.7.7). Man kann sich andererseits fragen, ob man auch
eine Zerlegung des Ideals / selbst in der Form I = Q; N - - - N Q, finden kann
derart, dass die Varietiten V(Q;) alle irreduzibel sind, was gerade bedeutet,
dass die VQ; Primideale sind. Das fiihrt auf die Primérzerlegung. Dazu
brauchen wir den folgenden Typ von Idealen.

Definition Einldeal J in einem Ring R heiBt primir, wenn J # R und fiir
alle a, b € R gilt:

abeJ = aecJoderbeVJ.

Die Definition eines Primérideals wirkt seltsam asymmetrisch. Aller-
dings ist J genau dann primir, wenn gilt:

abeJ] = aeJoderbeJoder(ae\/j/\be\/j).
A.2.8 Lemma Das Radikal eines primdiren Ideals ist prim.

Beweis. Sinda,b € Rmitab € V/J so bedeutet dies a™b™ € J fiir ein m >1
und damit @™ € J oder b € VJ, also a € VJ oder b € VVJ = V/J. O

A.2.9 Beispiele (1) Jedes Primideal ist primar.

(2) Ist R ein faktorieller Ring und p € R ein irreduzibles Element, dann
ist (p)™ = (p™) fiir jedes m > 1 ein priméres Ideal. Denn falls ab € (p™),
so folgt entweder p™|b und damit b € (p™) oder p|a und damit a € (p) =
V(p™). Tst also ¢ € R beliebig und ¢ = p|' --- p;* die Faktorisierung von
¢ in verschiedene Primfaktoren, dann ist (¢) = (p;)™" N --- N (px)™* eine
Darstellung des Hauptideals (c) als Durchschnitt von Priméridealen.

(3) DaslIdeal (x%,y) c K[x,y]ist primir (Ubung). Es ist allerdings nicht
Potenz eines Primideals.

(4) Sei K ein Kérper und R = K[x,y,z]/(xy — z?). Setze P = (X,y) und
J = P2. Dann ist P ein Primideal und es gilt VJ = P, aber J ist nicht primir.
Denn es gilt xy = e J,jedochx ¢ Jund y" ¢ J fiir alle n € N. Es ist also
nicht jede Potenz eines Primideals primér und auch nicht jedes Ideal, dessen
Radikal prim ist. o
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Definition Eine Primirzerlegung eines Ideals I ist eine Darstellung
I=hLn---nl,

von [ als Durchschnitt von priméren Idealen.

Definition Ein Ideal I von R heiBt irreduzibel, wenn fiir alle Ideale Jy, J»
von R gilt
I=JinJ, = I=Jyoderl=J,.

Dieser Begriff verallgemeinert die Irreduzibilitit eines Elements.

A.2.10 Lemma Jedes irreduzible Ideal in einem noetherschen Ring ist ein
Primdrideal.

Beweis. Es sei R ein noetherscher Ring und 7 ein irreduzibles Ideal in R.
Dann ist das Nullideal in R/[ irreduzibel. AuBerdem ist / genau dann primér,
wenn das Nullideal in R/ primér ist. Es geniigt daher, die Behauptung fiir
das Nullideal zu beweisen (siche Ubung A.2.4). Angenommen also {0} ist
in R irreduzibel. Seien a,b € R mit ab = 0 und b # 0. Fiir jedes m > 1
betrachten wir das Ideal

Ann(a™) = {c € R| ca™ = 0}.

Dann ist Ann(a) C Ann(a?) C - - - eine aufsteigende Kette von Idealen in R.
Da R noethersch ist, wird diese Kette stationér, das heif3t es gibt n > 1 mit
Ann(a"*!') = Ann(a"). Es folgt

(a")n (b) = {0}.

Denn ist ¢ € (a™) N (b), so folgt ac = 0 (wegen ab = 0) und ¢ = ra" mit
r € R. Also gilt ra"™*!' = ca = 0 und damit » € Ann(a"*') = Ann(a"). Es
folgt ¢ = ra"™ = 0. Da {0} irreduzibel ist und b # 0, muss a" = 0 gelten, was
zeigt, dass {0} primdr ist. O

A.2.11 Satz (Lasker-Noether) In einem noetherschen Ring ist jedes Ideal
ein endlicher Durchschnitt von irreduziblen Idealen. Insbesondere besitzt
Jjedes Ideal eine Primdrzerlegung.

Beweis. (Noethersche Induktion) Es sei R ein noetherscher Ring und A die
Menge aller Ideale von R, die nicht endlicher Durchschnitt von irreduziblen
Idealen in R sind. Da R noethersch ist, besitzt A ein (beziiglich Inklusion)
maximales Element /, nach Lemma A.2.1. Wegen I € A ist I insbesondere
nicht irreduzibel. Es gibt also Ideale Ji,J, von RmitI = JyNnJund I C Jj,
I C J,. Aufgrund der Maximalitét von I sind J; und J, Durchschnitt von
irreduziblen Idealen, also auch 7, ein Widerspruch. O

A.2.12 Bemerkungen Wihrend die Existenz der Primérzerlegung relativ leicht zu
beweisen war, sind Fragen der Struktur und der Eindeutigkeit deutlich komplizierter.

(1) Die Primideale \/I_ , die in einer Primédrzerlegung eines Ideals / vorkommen,
werden die assoziierten Primideale von / genannt. Die Menge der assoziier-
ten Primideale ist von der gewihlten Primérzerlegung unabhingig.
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(2) Wenn zwei Primirideale I; und I; in einer Primérzerlegung von I dasselbe
Radikal haben, dann ist auch /; N {; primir und man kann die Primérzerlegung
entsprechend verkiirzen (sieche Ubung A.2.5). Jedes assoziierte Primideal ge-
hort also zu genau einem Primirideal in einer minimalen Primérzerlegung.

(3) Unter den Primiridealen sind nur die eindeutig, die zu den minimalen as-
soziierten Primidealen gehoren. Die iibrigen Primérideale sind dagegen im
Allgemeinen nicht eindeutig (siehe nachfolgendes Beispiel).

A.2.13 Beispiele Das Ideal (x%,xy) c K[x,y] hat zwei verschiedene mi-
nimale Primirzerlegungen, ndmlich

(xz,xy) = (x)N (xz,xy,yz) = (x)N (xz,y) .

Die assozierten Primideale sind (x) und (x, y). O

Ubungen

Ubung A.2.1 Sei R ein Ring und T C R eine Teilmenge. Zeigen Sie: Ist das Ideal
(T) endlich erzeugt, dann gibt es xq,...,x, € T mit (T) = (x1,...,X).

Ubung A.2.2 Fiir jeden R-Modul M sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.
(ii) Jede nicht-leere Menge von Untermoduln von M hat ein maximales Element.

(iii) Gegeben eine Folge x1, xp, x3,- - - von Elementen in M, dann gibtes einn € N
derart und fiir jedes k > n eine Darstellung

n
Xp = Z[_:] a;x; mit ap,...,an € R.

Ubung A.2.3 Es sei K ein Korper mit char(K) # 2. Zeigen Sie, dass der Ring
K[x,y,z]/(xy — z2) ein Integrititsring ist, der nicht faktoriell ist.

Ubung A.2.4 Es sei I # R ein Ideal. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(1) Das Ideal [ ist primir.

(2) Jeder Nullteiler von R/I ist nilpotent.

(3) Das Nullideal in R/ ist primdr.

Ubung A.2.5  (a) Sind 7 und J Primirideale von R mit VI = VJ, dann ist auch
10 J primir mit VI N J = V1.

(b) Was sagt das iiber die Primérzerlegungen eines Ideals?

Ubung A.2.6 Seil C K[xi,...,x,] ein Ideal.

(a) Zeigen Sie: Ist I ein irreduzibles Ideal, dann ist die Varietit V(I) irreduzibel.

(b) Finden Sie ein Beispiel fiir ein Ideal /, das nicht irreduzibel ist, obwohl die
Varietét V() irreduzibel ist.

Ubung A.2.7 Beweisen Sie, dass jedes homogene Ideal in K[x, . . ., X, ] (oder allge-
meiner in einem noetherschen graduierten Ring) eine Primérzerlegung in homogene
Primérideale besitzt.
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A.3 Algebraische Unabhdngigkeit

In diesem Abschnitt ist kurz das Wichtigste iiber transzendente Korperer-
weiterungen und algebraische Unabhédngigkeit zusammengestellt. Da fiir die
algebraische Geometrie fast ausschlielich Korpererweiterungen von endli-
chem Transzendenzgrad relevant sind, beschrianken wir uns auf diesen Fall.
Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung siehe zum Beispiel Bosch [2], §7.1.

Definition Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein System xi,...,x, von
Elementen aus L heif3t algebraisch abhingig iiber K, wenn es ein Polynom
R € K[1,...,ty], R # 0, mit R(xy,...,x,) = 0 gibt. Falls kein solches
Polynom existiert, heifien xi,. . ., x, algebraisch unabhingig.

Erinnerung: Ein einzelnes Element x € L heif3t algebraisch iiber K,
wenn das einelementige System x algebraisch abhingig iiber K ist, an-
dernfalls heifit x transzendent iiber K. Die Korpererweiterung L/K heifit
algebraisch, falls alle Elemente von L algebraisch iiber K sind. Jede endliche
Erweiterung (also mit dimg (L) < o0) ist algebraisch. Sind alle Elemente
von L \ K transzendent iiber K, so heifit L/K rein transzendent.

Fiir die abstrakte Algebra sind »transzendente Elemente« dasselbe wie
»Variablen«. Wichtig fiir die algebraische Geometrie ist die Struktur von
Funktionenkdrpern algebraischer Varietéten.

A.3.1 Lemma Sei L/K eine Korpererweiterung. Fiir ein iiber K algebra-
isch unabhdngiges System x1,. . ., X, von Elementen aus L sind dquivalent:

(i) Die Korpererweiterung L/K(xy,. . .,x,) ist algebraisch.

(ii) Fiir jedes y € L sind xy,...,x,,y algebraisch abhdingig iiber K.

Beweis. (i)=(ii). Sei y € L. Nach Voraussetzung ist y algebraisch iiber
K(x1,...,x,), das heiit es gibt r € K(xy,...,x,)(), r # 0, mit r(y) = 0.
Multiplikation von r mit dem Produkt aller Nenner, die in den Koeffizienten
vorkommen, liefert ein R € K[xi,...,X,,t], R # 0, mit R(xy,...,x,,y) = 0.
Also sind x1,. . ., x,, y algebraisch abhingig iber K.

(ii)=(). Sei y € L \ K. Nach Voraussetzung gibtes R € K|[ty,. .
R # 0, mit R(x,. .

.y tn7 S]a
.,Xn,y) = 0. Dabei muss die Variable s in R vorkommen,

da xi,...,x, algebraisch unabhingig sind. Wenn wir R(xy,...,X,,s) als
Polynom in s mit Koeffizienten in K(x,. .., x,) auffassen, zeigt das, dass y
algebraisch tiber K(xi,. .., x;) ist. O

Definition Ein System von iiber K algebraisch unabhiingigen Elementen
X1,...,X, aus L, das die dquivalenten Bedingungen des vorangehenden Lem-
mas erfiillt, heilt eine Transzendenzbasis von L iiber K.

Die folgende Aussage ist eine Version des sogenannten Steinitzschen
Austauschlemmas.

A.3.2 Lemma Sei L/K eine Korpererweiterung. Angenommen xi, . .
in L sind algebraisch unabhdngig iiber K und yy,. ..,y in L derart, dass
L/K(y1,...,ym) algebraisch ist. Dann gilt k < m und es gibt Xp41,...,X, €
{¥1,...,Ym} derart, dass xi,. . .,x, eine Transzendenzbasis von L/K ist.

Lo Xk
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Beweis. Wir zeigen zunichst die zweite Behauptung. Sind yy,...,y,, alle
algebraisch tiber K(xy,...,xx), dann ist F = K(x1,..., Xk, y1,- - -, Ym) alge-
braisch iiber K(x1,. . ., xx) und L/ F ist algebraisch nach Voraussetzung. Also
ist L/K(x1,...,x;) algebraisch und damit xp,. .., x; eine Transzendenzba-
sis von L/K. Andernfalls gibt es einen Index j derart, dass xi,...,xx,y;
algebraisch unabhingig sind (nach Lemma A.3.1). Wir setzen xgy1 = y;
und wiederholen dies so lange, bis eine Transzendenzbasis gefunden ist, was
spatestens nach m Schritten der Fall ist.

Es bleibt £ < m zu zeigen. Falls {xy,...,x} € {y1,...,ym} gilt, dann
ist das klar. Andernfalls gelte ohne Einschriankung etwa xx ¢ {y1,...,Vm}-
Nach dem, was wir schon bewiesen haben, gibt es dann einen Index j derart,
dass xi,...,xx-1,y; algebraisch unabhingig ist (némlich enthalten in einer
Transzendenzbasis von L/K). Dieses Argument konnen wir wiederholen bis

{x1,- s xy € {y1,- - -» ym ) gilt. O

A.3.3 Satz Es sei L/K eine Kérpererweiterung.

(1) Ist L algebraischiiber K(yi1,...,Ym)fir yi,...,ym € L, dann enthdlt
{y1,...,Ym} eine Transzendenzbasis von L /K.

(2) Wenn L/K eine endliche Transzendenzbasis besitzt, dann haben alle
Transzendenzbasen dieselbe Liinge.

Beweis. (1) Das ist der Fall £ = 0 in Lemma A.3.2.
(2) Sind xy,...,xx und yy,...,y, zwei Transzendenzbasen, dann folgt
k < m aus Lemma A.3.2 und aus Symmetriegriinden genausom < k. [

Definition Die Linge einer Transzendenzbasis von L/K heiBt der Trans-
zendenzgrad von L iiber K, geschrieben trdeg(L/K).

A.3.4 Beispiel Der rationale Funktionenkorper iiber einem Korper K hat
den Transzendenzgrad trdeg(K(xl,. . .,x,,)/K) = n, denn xi,. .., x, bilden
eine Transzendenzbasis. O

A.3.5 Korollar Eine Korpererweiterung L/K, die von d Elementen erzeugt
wird, hat hochstens den Transzendenzgrad d.

Beweis. Denn ist L = K(y1,...,yq), dann enthdlt {y;,...,y,} eine Trans-
zendenzbasis von L/K. O

A.3.6 Proposition Sind F/L und L|/K Kérpererweiterungen von endli-
chem Transzendenzgrad, dann gilt trdeg(F /K) = trdeg(F /L) + trdeg(L/K).

Beweis. Ist x = {xi,...,xy,} eine Transzendenzbasis von L/K und y =
{¥1,...,Yn} eine von F /L, dann sind die m + n Elemente x U y algebraisch
unabhiingig iiber K (Ubung). AuBerdem ist L/K(x) algebraisch und damit
auch L(y)/K(xUy), ebenso F/L(y) nach Voraussetzung. Alsoist F/K(xUy)
algebraisch, was zeigt, dass x U y eine Transzendenzbasis von F /K ist. [

A.3.7 Korollar Sind F/L und L/K Korpererweiterungen und ist F/L
algebraisch, dann gilt trdeg(F /K) = trdeg(L/K). O



KapriTEL B

Grobnerbasen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Frage, wie man mit Polyno-
men in mehreren Verdnderlichen und den von ihnen erzeugten Idealen am
besten konkret rechnet.

Gegeben zwei Polynome f,g € K[x] in einer Variablen mit Koeffizi-
enten in einem Korper K, dann kénnen wir f mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus durch g teilen, d.h. es gibt z,r € K[x] mit

f=hg+r,

wobei der Rest r von kleinerem Grad als g ist. So konnen wir zum Beispiel
problemlos entscheiden, ob f € (g) gilt, denn das ist genau dann der Fall,
wenn der Rest von f bei Division durch g gleich O ist.

Der Polynomring K|[x,...,x,] in mehreren Variablen ist nicht mehr
euklidisch, bekanntlich noch nicht einmal ein Hauptidealring. Um zum Bei-
spiel zu entscheiden, ob ein Polynom f im Ideal (gi,...,g;) liegt, miissten
wir im Stande sein, durch mehrere Polynome auf einmal mit Rest zu teilen.
Um das sinnvoll definieren und praktisch durchfiihren zu kdnnen, braucht
man Erzeugendensysteme mit speziellen Eigenschaften, namlich gerade die
Grobnerbasen. Wir brauchen etwas Vorbereitung, um sagen zu konnen, was
das alles genau heiflen soll.

B.1 Monomiale Ideale

Es sei immer K ein Korper (nicht unbedingt algebraisch abgeschlossen).

Jedes Polynom f € K[xi,...,x,] ist eine Linearkombination
f= ), cart
a€eNy

von Monomen x® = x{"' ---x,", wobei die Koeffizienten ¢, € K nur fiir
endlich viele @ € Njj ungleich 0 sind. Ein Produkt ¢, x® aus einem Monom
und einem Koeffizienten heifit ein Term. Wir sagen, das Monom x* kommt
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in f vor, wenn ¢, # 0 gilt. Aulerdem schreiben wir
la] =a + - + ay,.

Die Monome mit der Multiplikation x - x# = x?*# bilden ein Monoid mit
Eins x° = 1, das einfach zum additiven Monoid Ng isomorph ist.

Definition Ein monomiales Ideal in K[xy,...,x,] ist ein von Monomen
erzeugtes Ideal.

Ein monomiales Ideal hat also die Form (x® | @ € T) fiir eine Teilmenge
T c N
0

Definition Die natiirliche Ordnung auf Nj ist die partielle Ordnung
B = aqa <B;firallei=1,...,n.

Das folgende einfache Lemma bildet die Grundlage fiir alles Weitere.

B.1.1 Lemma Die Elemente des monomialen Ideals (x® | a € T) sind
genau die Linearkombinationen der Monome xP mit B > « fiir ein e € T.

Beweis. Seil = (x? |a €T).Ista € Tund 8 > a, dannist x# = xB~2xF ¢
I. Ist umgekehrt f € I, dann gibtes ay,...,@, € T und Polynome q,. .., g,
mit f = 37, ¢ix*. Jedes in f vorkommende Monom ist also von der Form
x%*Y wobei vy ein in g; vorkommendes Monom ist. O

Ein monomiales Ideal besitzt also eine lineare Basis aus Monomen. Da-
gegen braucht ein allgemeines Ideal nicht ein einziges Monom zu enthalten,
so zum Beispiel das Ideal (x + 1) ¢ K[x].

B.1.2 Satz (Lemma von Dickson) Es sei T eine Teilmenge von Njj. Dann
gibt es eine endliche Teilmenge S von T derart, dass fiir jedes B € T ein
a € S mit a < B existiert.

Beweis. Ubersetztin monomiale Ideale folgt das sofort aus dem Hilbertschen
Basissatz A.2.3. Wir geben aber auch noch einen direkten Beweis.

Es bezeichne Ty, die Menge der minimalen Elemente von T'. Da es in
N unter der natiirlichen Ordnung keine unendlich absteigenden Ketten gibt,
ist Tiyip offenbar genau die kleinste Teilmenge von 7 mit der gewiinschten
Eigenschaft. Die Aussage ist also gerade, dass Ty, endlich ist.

Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage klar, denn jede
nichtleere Teilmenge von N enthilt ein eindeutiges Element, also |Tiin| = 1.
Sei n > 2 und die Aussage gelte fiir kleinere n. Fiir k£ > 0 setze

Up={B eNI"" (B k)eT} und U= U Uk
k>0

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Mengen Uy, und (U )min alle end-
lich. Insbesondere gibt es ein m > 0 mit Upyin € Up U - - - U Uy,. Setze

S = | J(Wemin x {K}).

k=0



B.2 Monomordnungen und Division mit Rest

Dann ist S eine endliche Teilmenge von 7 und wir behaupten, dass sie die
gewiinschte Eigenschaft hat. Sei dazu 8 € T, etwa 8 = (8’,k), mit 8’ € Ng_l
und k > 0. Ist k < m, so gibt es ¥’ € (Ug)min mit y’ < B’ und es folgt
(y’,k) € Sund (y',k) < (B’,k) = B. Ist k > m, so gibt es nach Wahl von
mein I < mund ein y’ € (Uj)min mit y* < B’. Es folgt (y’,]) € S und
(.0 = (B'.k) = B. O

B.1.3 Korollar Jedes monomiale Ideal wird von endlich vielen Monomen
erzeugt. O

B.2 Monomordnungen und Division mit Rest

Definition Eine (globale) Monomordnung ist eine totale Ordnung < auf
N{ mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(1) Sind @, € Nj mit @ < B, so folgt @ +y < B + v fiir alle y € Nj.
(2) @ > O firalle @ € Nj.

Unter einer Monomordnung sind wie der Name schon sagt auch die
Monome geordnet, und die Eigenschaften (1) und (2) iibersetzen sich zu

(1) x¥ <P = x¥Y L 5B,
(2) x* > 1.

fiir alle @, B,y € Ng.

Neben den globalen Monomordnungen gibt es auch lokale Monomord-
nungen, in denen (1) gilt, statt (2) jedoch x* < 1 fiir alle @« € N7; ferner
gemischte Monomordnungen, die weder global noch lokal sind. Wir werden
uns aber auf globale Monomordnungen beschréinken und lassen den Zusatz
»global« weg.

B.2.1 Beispiel Fiirn = 1 gibtes nur eine einzige Monomordnung, nédmlich
1 < x < x* < ---.Fiirn > 2 gibt es dagegen viele Monomordnungen.

Jede globale Monomordnung < auf N ist feiner als die natiirliche par-
tielle Ordnung, das heif3t es gilt

axf = a<p

Denn @ < f3 bedeutet gerade 8 — @ € Njj und damit 8 — @ > 0 nach (2), also
B = a nach (1).
Die wichtigsten globalen Monomordnungen sind die folgenden:

(1) Die lexikographische Ordnung lex: Es gilt @ < 8, wenn ¢; < S; gilt
fiir den ersten Index i, in dem sich @ und g unterscheiden, das heifl3t:

a1 = Br,..,ai-1 = Bit,

a < = L
ox B a; < B; fireini € {1,...,n}

Also fiir n = 2 zum Beispiel (1,3) < (2,1), (1,3) < (1,5) usw.
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(2) Die grad-lexikographische Ordnung glex; in dieser gilt:

|a| < |B| oder

a <ql — :
Xglex ﬁ |a/| = |ﬁ| und « <Iexﬂ

Hier wird also zuerst nach dem Grad sortiert und bei gleichem Grad
lexikographisch.

(3) Eine weitere (in der Praxis hiufig verwendete Monomordnung) ist die
grad-revers-lexikographische Ordnung greviex (Ubung B.2.2).

B.2.2 Lemma Es sei < eine totale Ordnung auf N7, welche die Eigenschaft
(1) aus Definition B.2 erfiillt. Dann sind dquivalent:

(i) < ist eine globale Monomordnung, also a > 0 fiir alle @ € NJ};

(ii) < ist eine Wohlordnung, d.h. jede nicht-leere Teilmenge von N hat
ein kleinstes Element;

(iii) jede absteigende Folge a1 > ap > a3 > -+ in NS wird stationdir.

Beweis. (i)=(ii). Sei < eine Monomordnung und sei 7 C NB’ eine nicht-
leere Teilmenge. Nach dem Lemma von Dickson B.1.2 gibt es eine endliche
Teilmenge S € T mit

VBeTdaeS: a<p.

Ist g das beziiglich < kleinste Element in S, so ist also @y < g fiir alle
B €T, denn < ist feiner als die natiirliche Ordnung.

(ii)=(iii) ist klar. (iii)=(i). Wire a < 0, dann wire 0 > a > 2a > 3a >

- eine unendlich absteigende Folge. O

Im Folgenden fixieren wir eine Monomordnung < auf Nj. Sei auBerdem
Fe ¥ e
aeNy

ein Polynom, f # 0, und sei 6(f) = max{a | ¢, # 0} (beziiglich der
fixierten Monomordnung), der Multigrad von f beziiglich <. (Zur klaren
Unterscheidung heift die Zahl deg(f) = max{|a| | co # 0} der Totalgrad
von f). Also ist x°0) das grofite in f vorkommende Monom. Wie iiblich
setzen wir 6(0) = —oo. Weiter schreiben wir

LM(f) = x°9, LC(f) = sy LT(f) = c5(x°?

und nennen LM( f) das Leitmonom, LC( f) den Leitkoeffizienten und LT( f)
den Leitterm von f. Das Polynom f heif3t normiert, wenn LC(f) = 1 gilt.

B.2.3 Lemma Fiir f,g € K[xy,...,x,] gelten:

(1) 6(fg)=06(f)+0(g)
(2) 6(f +g) < max{d(f),6(g)}, mit Gleichheit falls 6(f) # 6(g) ist.

Beweis. Trivial. O



B.2 Monomordnungen und Division mit Rest

B.2.4 Satz (Division mit Rest) Es sei eine Monomordnung < fixiert und
seiengi,...,gs € K[x1,...,x,], alle ungleich 0. Fiir jedes f € K[x1,...,x,]
gibt es Polynome qy,. . .,qsr € K[x1,...,x,] mit

A
f= Z qigi +r
i=1

und mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(1) Keines der im Polynom r vorkommenden Monome ist durch eines der
Leitmonome LM(g),. . .,LM(gy) teilbar;

(2) Es gilt 6(q;g;) < 6(f) fiiri=1,...,s

Beweis. Der Beweis besteht aus einem Algorithmus, der die gesuchten Po-
lynome produziert. Es sei f € K[xy,...,x,], ohne Einschrinkung f # O.
Zunéchst unterscheiden wir zwei Fille:

(i) Das Monom LM( f) ist durch eines der Monome LM(g;),...,LM(gs)
teilbar. Ist j der kleinste Index mit LM(g])| LM(f), etwa LT( f) =
t-LT(g;) fiir einen Term ¢, so setzef f—tgj. Dann ist 6(f) < 6(f).

(i)) Das Monom LM(() ist durch keines der LM(gy), . . .,LM(gjs) teilbar.
Dann setzen wir f = f — LT(f) und es gilt wieder 6(f) < 6(f).

Ist die Aussage fiir frichtig, dann haben wir also eine Darstellung

. A
= Z qigi +1
i=1

mit Polynomen g;,7 derart, dass die Eigenschaften (1) und (2) erfiillt sind.
Daraus erhalten wir nun die Aussage fiir f: Falls wir im ersten Fall (i) sind,
dann setzen wir g; =t + q;, q; = ¢; fiir i # j und r = r. Aussage (2) bleibt
richtig wegen 5(f) < 6(f)und

6(%8}) = 6(’8] + ‘]jg]) max{é(tgj) 6(%8])} 8(f)

(denn es ist 6(rg;) = 6(f) und 6(g;g;) < 6(f) < 6(f)).
Im zweiten Fall (ii) setzen wir» = LT(f)+7und ¢; = g; firi = 1,...,s
Dann bleibt (2) richtig und (1) ebenso nach der Voraussetzung in Fall (ii).
Dieses Verfahren endet nach endlich vielen Schritten, da der Multigrad
in jedem Schritt kleiner wird und es keine unendlich absteigenden Folgen
beziiglich der Monomordnung gibt. O

Definition Das Polynom r in Satz B.2.4 nennt man einen Standardrest
von f beziiglich gi,. .., g, und der fixierten Monomordnung.

B.2.5 Beispiele (1) ImFall n = 1 und s = 1 ist Satz B.2.4 einfach die
iibliche Division mit Rest fiir Polynome in einer Variablen. Bekanntlich ist
die Darstellung f = g;g; + r in diesem Fall eindeutig. Im allgemeinen ist
diese Eindeutigkeit aber nicht mehr gegeben, noch nicht einmal fiir n = 1:
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Sei g1 = xund g» = x — 1 in K[x], dann hat f = x die beiden Darstellungen
f=1-x+0x-1)+0=0-x+1(x=1)+1,

die beide die Eigenschaften (1) und (2) erfiillen. Nicht nur die Darstellungen,
auch die beiden Standardreste sind verschieden.
(2) Sein=2,s=2,undseien g; = xy + 1 und g» = y?> — 1. Dann gilt

f=xy"—x=yay+1)+0-(* =)= (x+y)
=0-(xy+ 1D +x(3>-1)+0.

Wieder erfiillen beide Darstellungen (1), (2) fiir jede Monomordnung.

Die Division mit Rest ist hat also im allgemeinen noch keine guten Eigen-
schaften. Wir werden aber zeigen, dass jedes Ideal ein Erzeugendensystem
g1, -.,8s besitzt derart, dass die Division mit Rest in gewiinschter Weise
funktioniert, nimlich eine Grobnerbasis.

Ubungen

Ubung B.2.1 Es sei I ein monomiales Ideal und sei f ein Polynom in K[xy,. . ., xy].
Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(a) Esgilt fel.
(b) Jeder Term von f liegtin /.

(c) Das Polynom f ist eine Linearkombination von Monomen aus /.
Ubung B.2.2 Auf Ng sei eine totale Ordnung <gyeyiex Wie folgt definiert:

la| < |B| oder
@ <greviex B la| =|Blund ;41 = Bit1,---@n = Bn.@; > Bi
fireini € {1,...,n}

Zeigen Sie, dass <greylex €ine Monomordnung ist. Diese Monomordnung wird die
grad-revers-lexikographische Ordnung genannt. Es hat sich gezeigt, dass sie fiir
viele Anwendungen besonders effizient ist.

Ubung B.2.3 Ordnen Sie die Terme der folgenden Polynome beziiglich lex, glex und
grevlex:

f=2x+3y+z +x2 -2 423, g= 2x2y8 - 3x5yz4 +xyz3 - xy4.
Ubung B.2.4 Betrachten Sie die totale Ordnung auf N”?, die durch
a<p = @41 = Bitl>- - @n = Bp,; > P fiireini € {1,...,n}

gegeben ist. Entscheiden Sie, ob es sich um eine Monomordnung handelt.

Ubung B.2.5 Gegeben seien die folgenden drei Polynome in K[x, y, z]:

f=x3—x2y—xzz, g1=x2—z, g =xy—1.
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(a) Verwenden Sie den Divisionsalgorithmus beziiglich glex, um die folgenden
Reste zu berechnen:

(1) den Rest r; von f bei Division durch (g1, g2);
(2) den Rest rp von f bei Division durch (g3, g1).

(b) Seien r; und r, die Reste aus (a) und setze r = r; — r». Berechnen Sie den
Rest von r bei Division durch (g1, g7).

Ubung B.2.6 Gegeben seien die Polynome
g1 =2xy"—x, g=3x"y-y-I

in Q[x,y]. Finden Sie ein Polynom f € (g1,g2), dessen Rest bei Division durch
(g1,82) gleich f selbst ist.

B.3 Grobnerbasen

Wir arbeiten in diesem Abschnitt immer mit einer festen Monomordnung <.

Definition Sei I ein Ideal in K[x1,. .., x,]. Das monomiale Ideal

LI(T) = (LM(f) | f € I\ {0}),
das von den Leitmonomen aus [ erzeugt wird, heifit das Leitideal von /.
Wenn wir Erzeuger von I wihlen, etwa I = (g, . .,gs), dann gilt
(LM(g1). .. .,LM(g,)) < LI(D).

Im allgemeinen gilt aber keine Gleichheit: Betrachte zum Beispiel wieder
g1 =xy+1,g =y>—1und I = (g1,g). Dann ist LM(g;) = xy und
LM(g2) = y? (beziiglich jeder Monomordnung), aber es gilt

y81—xga = (xy* +y) = (xy* —x) = x +y.

Also liegt, je nach Monomordnung, auch x oder y in LI(7), aber nicht im
Ideal (LM(g;),LM(g2)). Es zeigt sich, dass darin im Zusammenhang mit der
Division mit Rest genau das entscheidende Problem liegt.

Definition Seil einldealin K[xy,. .., x,]. Eine endliche Teilmenge G von
: : : o : : WoLrGanG GROBNER
I mit 0 ¢ G heifit eine Grobnerbasis von 7, wenn gilt (18991980
osterreichischer
LI(I) = (LM(g) |g € G), Mathematiker

das Leitideal also von den Leitmonomen der Basiselemente erzeugt wird.

B.3.1 Satz Jedes Ideal in K|[xi,...,x,] besitzt eine Grobnerbasis. Jede
Grobnerbasis eines Ideals I ist ein Erzeugendensystem von I.

Beweis. Sei I ein Ideal. Falls I = (0), dann ist die leere Menge eine Grébner-
basis von 1. Sei also I # (0). Nach Definition gilt LI(7) = (LM(g) | g € I).
Nach dem Lemma von Dickson wird das monomiale Ideal LI(/) schon von
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endlich vielen der Monome LM(g) erzeugt. Es gibt also eine endliche Teil-
menge G = {g1,...,8s} von I \ {0} mit LI(J) = (LM(gy),...,LM(gy)).
Damit ist G eine Grobnerbasis von 1.

Sei nun G = {gi,...,gs} irgendeine Grobnerbasis von /. Das von G
erzeugte Ideal J = (G) ist dann in / enthalten. Umgekehrt sei f € I\ {0}.
Division mit Rest beziiglich gi,...,g, liefert einen Standardrest r, dessen

Monome durch keines der Leitmonome LM(g;),...,LM(gy) teilbar sind.
Aus f € I folgt auBerdem r € I. Wire r # 0, so wire also LM(r) € LI(1)
und damit durch eines der Monome LM(g;),...,LM(gs) teilbar (Lemma
B.1.1), ein Widerspruch. Also ist » = 0 und damit f € J. O

Da Grobnerbasen nach Definition endlich sind, haben wir damit nebenbei
auch den Hilbertschen Basissatz neu bewiesen.

B.3.2 Korollar Jedes Ideal in K[xy,. . .,x,] ist endlich erzeugt. O
Wir betrachten nun die Division mit Rest fiir Grobnerbasen.

B.3.3 Satz Es sei I ein Ideal in K|xy,...,x,]. Der Standardrest eines
Polynoms f beziiglich einer Grobnerbasis von I ist eindeutig bestimmt und
héngt sogar nur von f, I und der gewdhlten Monomordnung ab.

Beweis. Esseien G = {gy,...,gs}und G" = {g{,..., g/} zwei Grobnerba-
sen von /. Seien r bzw. ’ Standardreste von f beziiglich G bzw. G’. Per Defi-
nition ist keines der in r vorkommenden Monome durch LM(g;),. . .,LM(gs)
teilbar. Da G eine Grobnerbasis ist, liegt also keines der Monome von r in
LI(7). Ebenso liegt keines der Monome von r” in LI(/). Dann gilt dassel-
be auch fiir r — r’. Andererseits gilt r — ' € I. Wire r — r’ # 0, so also
LM(r — r’) € LI({), Widerspruch. O

Der Standardrest r eines Polynoms f beziiglich einer Grobnerbasis G
wird auch als Reduktion von f modulo / bezeichnet und man sagt, dass f
modulo / zu r reduziert.

B.3.4 Korollar Genau dann liegt ein Polynom f in einem Ideal I, wenn es
modulo I zu O reduziert.

Beweis. Sei G eine Grobnerbasis. Wenn f modulo / zu O reduziert, dann
gilt f € I. Gilt umgekehrt f € I, so ist G U { f} eine Grobnerbasis von I die
fiir f offenbar den Standardrest O liefert. O

Da die Division mit Rest konstruktiv ist, konnen wir damit die Frage,
ob ein Polynom in einem gegebenem Ideal liegt, durch einen Algorithmus
beantworten, vorausgesetzt, wir kennen eine Grobnerbasis des Ideals.

Es ist aus der Definition allein allerdings nicht klar, wie man praktisch
iberpriifen kann, dass ein Erzeugendensystem eines Ideals I eine Grobner-
basis ist. Das Buchberger-Kriterium stellt dazu einen praktikablen Test
dar, der auch den Schliissel zur Konstruktion von Grobnerbasen enthilt.

Wir fixieren weiterhin eine Monomordnung <. Fiir @, 8 € N setzen wir

a A B = (min{ay,Bi},...,min{a,, Bn})
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(gelesen: @ meet ) und

a VB = (max{ay,Bi},. .., max{an, Bn}).

(gelesen: a join B). Damit ist Uberpriifen Sie die
Gleichheit
ggT(x”,xB) — xa//\ﬂ und kgv(xa,xﬁ) — xavﬁ. aVB =a+B-aAp.

Definition Fiir je zwei Polynome f,g # 0 ist das S-Polynom von f und g
definiert durch

S(f.g) = X@S ~LT(Nlg _ LT(e)/ ~ LT(f)g
¢ ggT(LM(f),LM(g)) xO0(nse)

Es ist klar, dass S(f, g) ein Polynom ist, weil der Nenner beide Summan-
den im Zahler teilt. Nach Konstruktion kiirzen sich auerdem im Zéhler die
Leitterme. Damit gilt

5(S(f.8)) < 6(f) +6(g) — (5(f) A 6(g)) = 6(f) v 5(3).

Wir bemerken auerdem, dass man Skalare herausziehen kann, d.h. es gilt
S(af,bg) = abS(f,g) fiir alle Polynome f,g # 0 und alle a,b € K*.

B.3.5 Lemma Es seien gi,...,g # 0 Polynome vom Multigrad a und
seien ay,...,a, € K. Falls

6(Z:=1 aig,-) <a

dann ist 3;_, a;g; eine Linearkombination der S-Polynome S(gi, gi+1)-

Wie wir gerade bemerkt haben, gilt 6(S(g;,g;)) < a fiir alle i, j. Deshalb
ist das Kriterium im Lemma auch notwendig.

Beweis. Setze b; = LC(g;) und p; = blig; fliri = 1,...,r, sowie p,4+; = 0.
Die Voraussetzung 6(3;_, a;g;) < « bedeutet gerade }.;_, a;b; = 0. Es folgt

Zr: a;gi = Zr:aibipi = 2(2 ajb./')(Pi = Pi+1)

i=1 i=1 i=1 \j=1
r=1,1i
= Z(Z ajbj)(Pi — Pi+1):
i=1 V=1

Die letzte Gleichheit benutzt 3}'_, a;b; = 0. Die S-Polynome sind gerade

bjx"gi — bix“gj
S(gi.gj) = @ = bisi- bigi = bibj(p; — p;),

womit das Lemma bewiesen ist. O

B.3.6 Satz (Buchberger-Kriterium) Es sei (g1,...,gs) eine Folge von Po-
lynomen # 0. Fiir jedes Paar (i, j) von Indizes sei h;; ein Standardrest von
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S(gi,gj) beziiglich gy,. . ., gs. Genaudann ist{g,. . .,8s} eine Grobnerbasis
von (g1,...,8s), wenn hyj = 0 fiir alle i < j gilt.

Beweis. Sei G = {gi1,...,8s} und I = (G). Falls G eine Grobnerbasis
ist, dann sind wegen S(gi,g;) € [ die Standardreste h;; = O fiir alle
i,j (Kor. B.3.4). Umgekehrt seien die Voraussetzungen des Buchberger-
Kriteriums erfiillt. Sei f € I, f # 0. Wir miissen zeigen, dass das Leitmo-

nom LM(f) von einem der Leitmonome LM(g;), i = 1,...,s geteilt wird.
Nach Voraussetzung gibt es eine Darstellung
N
fF=2 i (*)
fiir geeignete Polynome ¢y, . . ., g5, und wir setzen

......

Offenbar gilt 6(f) < . Falls Gleichheit gilt, sind wir fertig. Denn dann folgt
LM(f) = x°%) = LM(g;g:) = LM(q:) LM(g:)

fiir ein i und die Behauptung ist bewiesen.

Falls ¥ > 6(f), dann produzieren wir eine neue Darstellung der Form (),
in der alle Multigrade 6(g;g;) strikt kleiner als ¢ sind. Nach endlich vielen
Schritten erhalten wir so eine Darstellung mit §(f) = @, wie gewiinscht.

Setze ©¥; = 6(q;g;) firi = 1,...,s. Nach Umnummerieren konnen wir
annehmen, dass ; = ¢ firi = 1,...,rund ¥; < d firi =+ 1,...,s gilt,
mit 1 < ¢ < 5. Wir zerlegen die Summe (x) wie folgt:

S

t t
f= Zizl LT(gi)gi + Zizl (9: — LT(q:))gi + Zn:m qi8i-

Setze zur Abkiirzung A = Y_, LT(g;)g;. Da die Terme in der zweiten und
der dritten Summe alle kleineren Multigrad als ¢ haben und f ebenso, folgt
auch 6(A) < . Es geniigt, A in der Form A = }7_, g;g; mit geeigneten g;
so darzustellen, dass 6(g;g;) < 9 firallei = 1,...,s gilt.

Wir wenden Lemma B.3.5 auf A und die Polynome LM(qg;)g; fiir i =
1,...,t an und schlieBen, dass A eine Linearkombination der S-Polynome

sij = S(LM(g:)gi,LM(g;)g;)
fir 1 < i,j < tist. Un die Polynome s;; durch S(g;,g;) auszudriicken,

schreiben wir @; = 6(g;). Dann ist LM(g;)g; = x? % g; fiiri = 1,...,t, also
a; <Y und

sij = x| X7 LT(g;)x” % g; — x” " LT(g;)x" ¥ g;

= X7 @) (LT(g;)g; - LT(g1)g;) = x7 (g1, ;).

wobei
Bij =9 —(ai +a;) +(ai Aaj) =9 —(a; V a;) > 0.
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Nach Voraussetzung haben wir /;; = 0 und damit Darstellungen
S
S(gi-8j) = Zpijkgk
k=1

mit Polynomen p;;; derart, dass

S(pijkgr) < 6(S(8i,87)) < & V a;

fiir alle 7, j,k gilt. Fiir i,j = 1,...,7 ist also s;; = Y Pyjxg Mit pijx =
xPii p; iy, und dabei ist

8(pijk&k) = Bij + 6(pijigr) < O

fiir alle k. Damit haben wir die gesuchte Darstellung von A gefunden. [

Aus dem Buchberger-Kriterium erhalten wir nun leicht einen Algorith-
mus zur Berechnung einer Grobnerbasis fiir ein beliebiges Ideal.

B.3.7 Satz Seien gi,...,gs # 0 Polynome und I = (g1,...,gs). Der fol-
gende Algorithmus produziert eine Grobnerbasis von I:

Berechne alle Standardreste h;; der S-Polynome S(g;, g;) beziiglich g1, . . ., gs
fiiri < j. Sind alle h;; = 0, so ist {g1,...,8s} eine Grobnerbasis von 1. Ist
erstmals h;; # O fiir ein Paari < j, so fiige h;j zu g1, . . ., g5 hinzu und starte
erneut mit der verldngerten Folge.

Beweis. Nach dem Buchberger-Kriterium miissen wir nur noch beweisen,
dass der Algorithmus terminiert, also irgendwann alle 4;; tatséchlich O sind.
Ist h;; # 0, so ist die Inklusion

(LM(g1), . ..,LM(gs)) € (LM(g1),. .., LM(gy), LM(h;;))

von monomialen Idealen strikt. Denn nach Definition des Standardrests wird
LM(h;;) von keinem der LM(gy) fiir k = 1,...,s geteilt. Nach Korollar
B.1.1 konnen die beiden obigen Ideale nicht gleich sein. Andererseits wird
jede aufsteigende Folge von monomialen Idealen stationér, nach Kor. B.1.3.
Wenn das geschieht, bricht der Algorithmus also ab. O

Das ist die einfachste Form des Buchberger-Algorithmus. Sie produziert
héufig sehr grofle, redundante Grobnerbasen und in tatsdchlichen Implemen-
tierungen werden viele Verfeinerungen vorgenommen, um die Leistung zu
verbessern.! Jede Grobnerbasis ldsst sich im Prinzip zu einer minimalen
oder zu einer sogenannten reduzierten Grobnerbasis verkleinern (siehe dazu
Ubungen B.3.7 oder B.3.8).

!AuBlerdem ist der Buchberger-Algorithmus inzwischen nicht mehr das letzte Wort. Die fiir
viele Zwecke derzeit schnellsten Algorithmen stammen von JEAN-CHARLES FAUGERE aus den
Jahren 1999-2002 (F'4/F 5-Algorithmen).
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Ubungen

Ubung B.3.1 Es sei G = {x% — y,x> — z} ¢ K[x,y,z]. Entscheiden Sie, ob G eine
Grobnerbasis von (G) ist, (a) beziiglich glex; (b) beziiglich inviex.

Ubung B.3.2 Essei G = {x + 2,y — 2} € K[x,y,2].

(a) Zeigen Sie, dass G eine Grobnerbasis von (G) beziiglich lex ist.
(b) Teilen Sie xy durch (x + z,y — z) und durch (y — z, x + z). Was fillt dabei auf?

Ubung B.3.3 Es sei / ein Hauptideal im Polynomring K[ x1,. . ., x,, |. Zeigen Sie: Jede
endliche Teilmenge von /, die einen Erzeuger von [ enthilt, ist eine Grobnerbasis.

Ubung B.3.4 Beweisen Sie folgende Umkehrung von Kor. B.3.4. Es sei G C
K[x1,...,x,] eine endliche Teilmenge, I = (G). Falls jedes Element von I modulo
G zu 0 reduziert, so ist G eine Grobnerbasis von 1.

Ubung B.3.5 Verwenden Sie das Buchberger-Kriterium, um zu entscheiden, ob die
folgenden Mengen von Polynomen in K[x, y, z] Grébnerbasen sind.

(a) G = {x2 - y,x3 — z} beziiglich glex;
() G ={xy% - xz+ y,xy — 22, x — yz*} beziiglich lex.

Ubung B.3.6 Verwenden Sie den Buchberger-Algorithmus, um eine Grobnerbasis
fiir die folgenden Ideale in K|x, y, z] zu finden.

(a I = (xzy - l,xy2 - x) beziiglich lex und glex;

b) I= (x2 +y, 4+ 2x2y + y2 + 3) beziiglich glex.

Ubung B.3.7 (Minimale Grébnerbasen) Es sei G eine Grobnerbasis eines Ideals
I in K[xq,...,x,] beziiglich einer Monomordnung <. Die Grobnerbasis G heifit
minimal, falls LM(%) t LM(g) fiir alle g # h € G gilt. Zeigen Sie:

(a) Wird das Leitmonom eines Elements g € G vom Leitmonom einem Elements
h e G\ {g} geteilt, so ist auch G \ {g} eine Grobnerbasis von I.

(b) Ist G minimal, so ist LM(G) die Menge der beziiglich < minimalen Monome
in LI(I).

(c) Genau dann ist G minimal, wenn G beziiglich Inklusion minimal in der Menge
aller Grobnerbasen ist.

(d) Alle minimalen Grobnerbasen von /I (beziiglich <) haben dieselbe Linge.

Ubung B.3.8 (Reduzierte Grobnerbasen) Es sei G eine Grobnerbasis eines Ideals
I in K[xy,...,xn] beziiglich einer Monomordnung <. Die Grobnerbasis G heif3t
reduziert, wenn jedes Element von G normiert ist und fiir jedes g € G gilt: Fiir
h € G\ {g} ist keines der Monome in g durch LM(h) teilbar. Zeigen Sie:

(a) Jede reduzierte Grobnerbasis ist minimal.

(b) Das Ideal I besitzt eine eindeutige reduzierte Grobnerbasis (beziiglich <).
(Hinweis: Betrachten Sie fiir g € G den Standardrest von g beziiglich G\ {g}.)
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B.4 Anwendungen

Mit Hilfe von Grobnerbasen kann man eine ganze Reihe von algorithmischen
Problemen 16sen, die in der algebraischen Geometrie vorkommen. Einige
davon stellen wir hier kurz vor.

B.4.1 Inklusionstest: Seien Polynome fi,..., f, und f in K[x1,...,X,]
gegeben. Wir wollen entscheiden, ob

felf....fr)

gilt. Dazu konstruieren wir eine Grobnerbasis G = {gy,...,gs} von I =
(fi,...,fr) und bestimmen den Standardrest von f beziiglich G. Nach
Kor. B.3.4 gilt f € I genau dann, wenn dieser Standardrest O ist.

B.4.2 Losbarkeit von Gleichungssystemen: Das ist die erste direk-
te Anwendung des Inklusionstests: Sind fi,..., f, € K[x1,...,x,], so gilt
V(fi,...,fr) = 0 genau dann, wenn 1 € (f,..., f;) gilt, nach dem schwa-
chen Nullstellensatz 2.1.6. Ob das der Fall ist, konnen wir durch einen
Inklusionstest nachpriifen. Damit haben wir einen Algorithmus, der direkt
entscheidet, ob ein Gleichungssystem losbar oder unlosbar ist.

Bemerkung Dabei ist allerdings noch folgender Punkt zu beachten: Der Nullstellen-
satz gilt zundchst nur iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper. In der Praxis
kann man mit Grobnerbasen dagegen hdufig nur iiber Q oder einem endlichen Kor-
per rechnen. Der Nullstellensatz gilt aber in folgender verstirkter Form: Ist K ein
beliebiger Korper, dann gilt V(f,. .., f) = 0 in jedem algebraisch abgeschlossenen
Erweiterungskorper von K genau dann, wenn 1 € (fi,..., f;-) in K[xq,...,x,] gilt.
Die Losbarkeit eines Gleichungssystems entscheidet sich also immer bereits iiber
dem Korper, in dem die beteiligten Polynome ihre Koeffizienten haben. Die Beweise
des Nullstellensatzes in §2.2 und in den Ubungen 2.8.5-2.8.7 lassen sich auch recht
leicht auf diesen Fall iibertragen (siche dazu Ubung B.4.1

B.4.3 Eliminationsideale: Es sei I ein Ideal in K[xi,...,x,]. Fir j =
1,...,n heiBt
Ij =InNn K[Xj+1,. . .,xn]

das Eliminationsideal von [ beziiglich der Variablen xi,...,x;. Es hat,
wie wir wissen, folgende geometrische Interpretation: Sei V = V(I) Cc A",
W; =V(;) c A" und

it A" — A (x1,.. . xn) (X115 - o5 Xn).

Dann ist W; der Zariski-Abschluss der Projektion 7;(V) (Satz 2.5.2). Das
Eliminationsideal /; ldsst sich mit Hilfe von Grobnerbasen berechnen:

Definition Eine Monomordnung < auf Nfj heiBt Eliminationsordnung
fiir x1,. .., x;, falls

X agn < xp fiiralled =1, j und alle jag, . @ > 0
gilt, falls also die Variablen xi,...,x; groBer sind als alle Monome in den

ibrigen Variablen.
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Offenbar ist die lexikographische Ordnung eine Eliminationsordnung fiir
jedesj=1,...,n.

Satz. Sei I ein Ideal in K[x1,...,x,]| und sei G eine Grobnerbasis von I
beziiglich einer Eliminationsordnung fiir x1,. ..,x; (1 < j < n). Dann ist

Gj = GOK[xjH,...,xn]

eine Grobnerbasis des Eliminationsideals I N\ K[xj41,. . ., X,] (beziiglich der
auf K[xj11,...,x,] C K[x1,...,x,] induzierten Monomordnung).

Beweis. Sei f € I;, f # 0. Dann wird das Leitmonom LM( f) von einem der
Leitmonome LM(g), g € G geteilt. Es folgt LM(g) € K[x}41,...,x,]und, da
wir eine Eliminationsordnung verwenden, daraus auch g € K [xj+1,. s Xnl.
Also ist g € G; und die Behauptung bewiesen. O

B.4.4 Implizitisierung: Fir fi,...,f, € K[x1,...,X,] betrachten wir
den Morphismus

e: A" — A" p > (fi(p)- ... fu(p)).

Der Zariski-Abschluss Z = ¢(A™) des Bildes ist eine irreduzible Varietit
in A". Sie ist die Projektion des Graphen I'y, C A™ x A" auf den zweiten
Faktor und wird deshalb nach Satz 2.5.2 beschrieben durch das Ideal

()’1 _f17"'7yn —fn)nK[Yh-na)’n],

wobei der Durchschnitt im Polynomring K[x,. .., X, y1,.-.,V,] gebildet
wird. Durch Elimination kénnen wir also implizite Gleichungen fiir die
parametrisierte Varietidt Z berechnen.

B.4.5 Durchschnitt von Idealen: Gegeben seien Ideale I = (f,. .., f)
und J = (g1,...,8s) in K[x1,.. ., x,]. Fiir die Ideale I + J und IJ kann man
sofort Erzeuger hinschreiben, aber fiir / N J ist das deutlich schwieriger. Mit
Hilfe von Grobnerbasen kann man wie folgt vorgehen:

Satz. Seien I und J Ideale wie oben und seien I bzw. J die von I bzw. J
erzeugten Ideale im Polynomring K|[t,x1,. .., x| mit einer zusdtzlichen Va-
riablen t. Dann ist

InJ = (tI+(1-0J)NK[xi,... %]

Beweis. Fir f € I'NnJ liegt f = tf + (1 —1)f im Ideal auf der rechten
Seite. Umgekehrt sei f im rechten Ideal gelegen. Es gibt also Polynome
Pi-q; € K[t,x1,...,x,] (i =1,...,r,j=1,...,5) mit

£ =1 pile,0)fix) + (1=1) D g1, )g;(x).
i=1 Jj=1

Substitution von ¢ = 1 bzw. t = 0 zeigt f € [ bzw. f € J. O
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Das Problem der Berechnung von I N J ist damit auf das Eliminations-
problem zuriickgefiihrt, das wir schon gelost haben. Explizit ist

T+ (=0T =(fi,...tfrs(1=0g1,....(1 =1)gs)

Man bekommt ~also eine ( Grobnerbasis von 1N J, indem man eine Grobnerba-
sis des Ideals t7+(1—1)J beziiglich einer Eliminationsordnung fiir # bestimmt
und alle Polynome daraus weglésst, in denen die Variable ¢ vorkommt.

B.4.6 Radikale: Im Hinblick auf den starken Nullstellensatz und seine
Anwendungen wiirden wir gern das Radikal eines Ideals mit Hilfe von Grob-
nerbasen berechnen. Tatsdchlich gibt es entsprechende Algorithmen, aber
ganz einfach ist die Sache nicht und wir werden hier nicht darauf eingehen
(siehe zum Beispiel [Greuel-Pfister, Kap. 4]).

Sehr viel einfacher ist es allerdings zu testen, ob ein einzelnes Polynom
f im Radikal eines gegebenen Ideals enthalten ist. Sei / € K[x,...,x,]ein
Ideal und f € K[xi,...,x,]. Genau dann ist f in VI enthalten, wenn

le()+(1-fy) CK[x1,...,%n,Y]

gilt. Das ist im Wesentlichen der »Trick von Rabinowitsch« im Beweis des
starken Nullstellensatzes. Das Problem ist damit auf einen Inklusionstest
zuriickgefiihrt.

Ubungen

Ubung B.4.1 Beweisen Sie die folgende Version des schwachen Nullstellensatzes:
Sei K ein Korper, L/K ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper von K,
und sei / € K[xq,...,x,]einIdeal. Falls Vi (I) = {p e L"| f(p)=O0firalle f € I}
die leere Menge ist, so gilt 1 € I. (Hinweis: Sie konnen die Aussage entweder aus dem
Fall K = L folgern oder den Beweis mit den notigen Modifikationen iibertragen.)

Ubung B.4.2 Gegeben seien die drei Polynome
iz 4y 42 -1 p=x-y+d f=x-z

in Q[x,y,z]. Zeigen Sie, dass V(fi, f2, f3) endlich ist und bestimmen Sie alle kom-
plexen Punkte dieser Varietit (Hinweis: Elimination).
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Tangente, 7
Tangentialraum, 55

affiner, 56

an eine Hyperflache, 55
Taylor-Entwicklung, 58
Transzendenzbasis, 44, 151
Transzendenzgrad, 44, 152

Unabhingigkeit, siehe algebrai-
sche Unabhingigkeit
unendlicher Abstieg, 5
Untervarietit
affine abgeschlossene, 20

Varietit

affine, 9
verdrehte Kubik, siehe Kurve
Verschwindungsideal, siehe Ideal

Zariski-Abschluss, 29

in A", 13
Zariski-dichte Teilmenge, 13
Zariski-Topologie

auf A", 10
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