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Es sei stets R ein kommutativer Ring.

29. Seien I und J Ideale in R. Zeigen Sie:

(a)
√√

I =
√
I

(b)
√
I ∩
√
J =
√
I ∩ J

(c)
√
I = R ⇔ I = R.

(d)
√
I ⋅
√
J ⊂
√
IJ; geben Sie ein Beispiel, in dem die andere Inklusion nicht gilt.

30. (a) Zeigen Sie, dass ein Element von R genau dann nilpotent ist, wenn es in jedem
Primideal von R enthalten ist.
(Hinweis: Sei a ∈ R mit an ≠  für alle n ∈ N. Betrachten Sie ein maximales
Element der Menge {I ∣ I ist Ideal mit an ∉ I für alle n ∈ N}.)

(b) Sei I ein Ideal in R. Zeigen Sie, dass
√
I der Durchschnitt aller Primideale ist,

die I enthalten.

31. Es sei I ≠ R ein Ideal. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(1) Das Ideal I ist primär.
(2) Jeder Nullteiler von R/I ist nilpotent.
(3) Das Nullideal in R/I ist primär.

32. (a) Sind I und J Primärideale von R mit
√
I =
√
J, dann ist auch I ∩ J primär mit

√
I ∩ J =

√
I.

(b) Was sagt das über die Primärzerlegungen eines Ideals in einem noetherschen
Ring?


