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VORWORT

Dies ist das Skript zu einer vierstiindigen Vorlesung im Sommersemester 2016 an der TU
Dortmund. Ziel ist eine Einfithrung in die Algebraische Geometrie, inklusive algorithmischer
Aspekte. Vorausgesetzt werden nur Grundkenntnisse in Algebra. Aus den vielen Ubungsaufga-
ben in diesem Skript werden auch die wochentlichen Hausaufgaben ausgewihlt. Nahere Infor-
mationen zur Veranstaltung finden sich auf meiner Homepage.

https://www.mathematik.tu-dortmund.de/sites/daniel-plaumann

Ein Skript ist kein Lehrbuch:

- Es wird kein Anspruch auf Originalitit erhoben. Aus den im Literaturverzeichnis ge-
nannten Biichern und Vorlesungsskripten ist vieles mal mehr mal weniger wortlich tiber-
nommen, ohne dass dies im Einzelnen kenntlich gemacht wird.

- Erlduterungen und Zwischentexte sowie Zeichnungen fehlen oft.

- Vorsicht vor Fehlern aller Art!
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1. AFFINE VARIETATEN

1.1. EINFUHRUNG

Die algebraische Geometrie untersucht die Losungen von polynomialen Gleichungssystemen

filxt,...,%x,) =0
(X150, x,) = 0.
Dabei sind fi, ..., f,, Polynome in den Variablen x;, ..., x, mit Koeffizienten in einem Korper,

z.B. Q. Die Polynome sind die Algebra, in der Losungsmenge steckt dagegen die Geometrie.

In der linearen Algebra lernt man alles {iber den Fall, dass die Gleichungen linear sind, die
Polynome also vom Grad hochstens 1. Die Geometrie ist in diesem Fall die der linearen (oder
affin-linearen) Unterraume. Dagegen lernt man in der Algebra , dass die Dinge bei Gleichungen
hoheren Grades viel komplizierter werden, schon bei einer Gleichung in einer Variablen. Die
Losungen, also die Nullstellen, liegen dann nicht mehr in @, sondern in Erweiterungskorpern.
Fir die allgemeine Gleichung vom Grad mindestens 5 ist es dabei nicht moglich, die Losungen
durch Wurzelziehen zu bestimmen (Satz von Abel-Ruffini). Von der Algebra darf man hier al-
so keine Wunder erwarten! Wenn man andererseits diesen Aspekt erst einmal beiseite lasst und
die Losungen in einem algebraisch abgeschlossen Korper studiert, wie den komplexen Zahlen,
dann zerfallen immerhin alle Polynome in einer Variablen in Linearfaktoren. Aber iiber den Fall
mehrerer Gleichungen in mehreren Variablen ist damit immer noch gar nichts gesagt.

Einige grundlegende Fragen der algebraischen Geometrie sind die folgenden:
- Inwieweit ldsst sich das Eliminationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme auch auf
Systeme von hoherem Grad iibertragen?
- Wie kann man entscheiden, ob ein polynomiales Gleichungssystem iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper 16sbar ist?
- Kann man die Losungsmenge eines polynomialen Gleichungssystems parametrisieren?
- In welcher Weise lassen sich den Losungsmengen geometrische Eigenschaften wie Di-
mension, Glattheit usw. zuordnen?
- Wenn es nur endlich viele Losungen gibt, was kann man dann iiber ihre Anzahl sagen?
- Wie kommt die Algebra mit der klassischen Geometrie von Kurven und Flachen in der
Ebene und im Raum zusammen?
Diese Liste sieht vielleicht erst mal nach viel Algebra und wenig Geometrie aus. Es zeigt sich aber,
dass man auch auf der geometrischen Seite arbeiten muss, um algebraische Fragen zu beantwor-
ten. Insbesondere werden wir uns ausfithrlich mit der projektiven Geometrie beschaftigen.
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1.2. AFFINE VARIETATEN

Im folgenden sei immer k ein Kérper und K ein Erweiterungskorper von k. Wir setzen immer
voraus, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Bekanntlich bedeutet dies, dass tiber dem Korper
K jedes Polynom in einer Variablen in Linearfaktoren zerfdllt. Der Korper k wird der Korper
sein, iiber dem die Polynome und damit Gleichungen definiert sind. Die Lésungen dagegen be-
trachten wir im algebraisch abgeschlossenen Korper K. Zum Beispiel kann k = Q und K = C
sein (und fast alle Phdinomene in dieser Vorlesung lassen sich an diesem Beispiel verstehen). Im
allgemeinen setzen wir aber nichts iiber die Charakteristik von k und K voraus.

Der affine Raum der Dimension # {iber K ist die Menge K", in der algebraischen Geometrie
mit A% oder, bei fixiertem K, einfach A" bezeichnet. Insbesondere heif3t A! die affine Gerade und
A2 die affine Ebene. Ein Element p € A" heif3t ein Punkt, und ist p = (4ay,. .., a,), dann heifen
die Eintrége a; € K die Koordinaten von p. Es sei k[x, ..., x,] der Polynomring in n Verdnder-
lichen tiber k. Ein Polynom f definiert eine Funktion f:K" - K, p ~ f(p) = f(as,...,a,), fur
p=(ay...,a,). Wir schreiben

V(f) = {peA™f(p)=0}

fir die Menge aller Nullstellen von f. Ist allgemeiner T c k[x;,...,x,] irgendeine Menge von
Polynomen, dann schreiben wir

V(T) = {peA™f(p)=0firalle fe T}

oder manchmal zur Verdeutlichung Vx (T) c A% fir die gemeinsame Nullstellenmenge aller Po-
lynome in T. Eine Teilmenge V' c A" heif3t eine affine k-Varietit, wenn V = V(T) fiir irgendeine
Menge T von Polynomen mit Koefhizienten in k gilt.

Beispiele 1.1. (1) Dieleere Menge und der ganze Raum A" sind affine k-Varietdten, denn es
gilt V(1) = g und V(0) = A",

(2) Die affinen k-Varietiten V ¢ A! sind endlich. Denn ein Polynom f € k[x], f # 0, hat nur
endlich viele Nullstellen in K = AL

(3) Ist k = K, dann ist umgekehrt jede endliche Teilmenge von A! eine affine K-Varietit.
Dennist V ={ay,...,a,} c Al = K, dann gilt einfach

V=V(f)mit f=(x-ay)(x—ap).

(4) Istdagegen k ¢ K, dann gibt es in aller Regel endliche Teilmengen von Al, die keine affi-
nen k-Varietiten sind. Ist z.B. k = Qund K = C, dann ist V = {i} (mit i = \/~1) keine Q-Varietiit,
denn fiir ein Polynom f € Q[x] mit f(i) = 0 gilt immer auch f(-i) = 0. Mit anderen Worten,
jede affine Q-Varietit in Al,, die i enthilt, muss auch —i enthalten. Auch V = {n} ist keine Q-
Varietit, da es gar kein Polynom f # 0 mit Koefhizienten in QQ gibt, das in 7 verschwindet."

(5) Inderaffinen Ebene sind unter den affinen k-Varietiten aufler den endlichen Teilmengen
zum Beispiel auch vertraute geometrische Figuren wie

'Diese Tatsache ist recht bekannt aber keineswegs trivial; die Transzendenz von 7 wurde zuerst im Jahr 1882 von
FERDINAND VON LINDEMANN (1852-1939) bewiesen.
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N
N

Parabel V(x; — x}) Hyperbel V(1 - x;x;) Ellipse V(x} + 2x% — 4)

Genau betrachtet ergeben sich die 'vertrauten geometrischen Figuren’ natiirlich nur iiber den
reellen Zahlen, also fiir K = R, was wir ja andererseits verboten haben, da K algebraisch abge-
schlossen sein soll, etwa K = C. Trotzdem orientiert sich die Geometrie immer an reellen Bildern.
Zum Beispiel denken wir uns A} immer als Gerade und nicht z.B. als komplexe Zahlenebene.

Der Korper k, iiber dem die algebraischen Gleichungen definiert sind, ist beliebig, aber von
vorne herein betrachten wir Varietdten, also Losungsmengen, nur mit Koordinaten im algebra-
isch abgeschlossenen Korper K. Natiirlich ist es mindestens genauso interessant, Losungen in
Korpern zu betrachten, die nicht algebraisch abgeschlossen sind, zum Beispiel die Fille K = R
oder K/Q endlich (Zahlkorper). Dafiir braucht es aber fast immer ganz eigene Methoden, die
wir in dieser Vorlesung nicht diskutieren.

Proposition 1.2. Die Vereinigung endlich vieler affiner k-Varietiten ist wieder eine solche, ebenso
der Durchschnitt beliebig vieler affiner k-Varietiten. Die leere Menge und der ganze Raum sind
affine k-Varietiten.

Beweis. Fiir die Aussage iiber endliche Vereinigungen reicht es zu beweisen, dass die Vereinigung
von zwei affinen k-Varietdten wieder eine ist, dann folgt der allgemeine Fall per Induktion. Falls
also V; = V(Ty) und V, = V(T3), dann ist V,u V; = V(T, T,), wobei T; T, aus allen Produkten
fifs> fi € Ty, fo € T, besteht. Um das zu beweisen, sei p € V; U V,, dann also p € V; oder p € V;.
Es verschwindet also jedes Polynom aus T; oder jedes Polynom aus T, in p und damit auch
jedes Polynom aus T;T;. Ist umgekehrt p € V(T1T;) und p ¢ V;, dann gibt es also f; € T} mit
fi(p) # 0. Andererseits gilt fiir jedes f, € T, nach Annahme (fi2)(p) = fi(p)f2(p) = 0 und
damit f,(p) = 0. Also folgt p € V5.
Ist V; = V(T;) eine beliebig indizierte Familie von affinen k-Varietiten, so gilt ", V; = V(U; T}),

wie man leicht sieht. Schlieflich gilt V(1) = @ und V(0) = A", wie schon bemerkt. |

Definition 1.3. Nach Prop. 1.2 verhalten sich die affinen k-Varietiten wie die abgeschlossenen
Mengen einer Topologie auf dem affinen Raum. Diese heifst die k-Zariski-Topologie® auf A".
Die affinen k-Varietiten werden deshalb auch die k-Zariski-abgeschlossenen oder einfach die
k-abgeschlossenen Teilmengen von A" genannt.

Im Moment brauchen wir noch keine topologischen Konzepte und "Zariski-abgeschlossene
Menge’ ist einfach nur ein anderes Wort fiir affine k-Varietit.

2OSCAR ZARISKI (1899-1986), russisch-US-amerikanischer Mathematiker, berithmt fiir seine Beitrige zur kommu-
tativen Algebra und algebraischen Geometrie
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Eine grundlegende Frage, die wir in den folgenden Abschnitten untersuchen werden, ist:

Gegeben zwei Mengen T, T’ von Polynomen, wie kann man entscheiden, ob die durch sie
bestimmten affinen k-Varietiten V(T) und V(T") iibereinstimmen?

Wenn man T’ = {1} setzt, dann ist V(T’) = @. Eingeschlossen in die allgemeine Frage ist
also der wichtige Spezialfall, wie man entscheiden kann, ob V(T') die leere Menge, das durch T
bestimmte polynomiale Gleichungssystem also unldsbar ist.

Frage 1.4. Wie wiirden Sie entscheiden, ob zwei lineare Gleichungssysteme dieselben Losungen haben?

Erinnerung an die Algebra: Ein Ring meint in dieser Vorlesung immer einen kommutativen Ring
mit Einselement 1. Ein Ideal in einem Ring R ist eine Teilmenge I c R mit den Eigenschaften

0Oel, I+IclI, R-Icl.

Ein Ringelement r € R heif3t eine Einheit, wenn es ! € R mit rr! = 1 gibt. Die Menge der
Einheiten wird mit R* bezeichnet. Wenn ein Ideal I eine Einheit enthilt, dann gilt I = R. Denn
istr e InR*, dann s = (sr™!)r € I fiir jedes s € R. Insbesondere gilt I = R genau dann, wenn 1€ I.

Gegeben T c R, dann schreiben wir (T) fir das von T in R erzeugte Ideal. Jedes Element
f € (T) hat eine Darstellung

f=f&a++fg&

wobei fi,..., e Rund g,..., g € T (r > 0). AulSerdem ist die leere Summe’ 0, d.h. (@) = {0}.
Eine Teilmenge T eines Ideals I, die I erzeugt, wird Erzeugendensystem genannt oder auch
Basis (obwohl im Unterschied zur Basis eines Vektorraums keinerlei Unabhingigkeit zwischen

den Erzeugern gefordert ist, in welchem Sinn auch immer).

Im Polynomring gilt nun:
V(T) = V((T))  firalle T c K[x,...,X,].

Denn wegen T c (T) gilt V((T)) c V(T). Ist umgekehrt p € V(T), dann verschwindet jedes
Polynom aus T in p und damit auch jedes Polynom aus (T).

Die Bedeutung von Idealen fiir die algebraische Geometrie ist immens. Die Erzeuger entspre-
chen den Ausgangsgleichungen. Das erzeugte Ideal enthilt alle Vielfachen, Summen und Pro-
dukte der Erzeuger. Damit enthilt es insbesondere jede elementare Umformung der urspriing-
lichen Gleichungen, wie man sie etwa aus der linearen Algebra kennt. Das Ideal verwaltet also
alle moglichen Umformungen und Vereinfachungen der Gleichungen. Das schone an Idealen ist,
dass sie immer endlich erzeugt sind, selbst wenn man nicht mit endlich vielen Erzeugern startet:

Satz 1.5 (Hilbertscher® Basissatz). Jedes Ideal im Polynomring k[xi, . .., x,] iiber einem Kor-
per k ist endlich erzeugt. Genauer gilt: Fiir jede Teilmenge T c k[xi, ..., x,] gibt es eine end-
liche Teilmenge T' von T mit (T'") = (T).

3DaviD HILBERT (1862-1943) bewies den Basissatz im Jahr 1888.
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Allgemeiner heif3t ein Ring R noethersch*, wenn jedes seiner Ideale endlich erzeugt ist. Die Aus-
sage des Basissatzes

ist also gerade, dass der Polynomring iiber einem Korper noethersch ist> Der Hilbertsche
Basissatz und sein Beweis sind wahrscheinlich aus der Vorlesung Algebra bekannt. Wir geben
aber spiter auch noch einen unabhingigen Beweis.

Korollar 1.6. Jede affine k-Varietdit wird von endlich vielen Polynomen beschrieben. Genauer gibt
es zu jeder Teilmenge T von k[ xi, . . ., x, | eine endliche Teilmenge T' von T mit V(T) =V(T'). =

Wir kénnen also eine Menge von Polynomen immer durch das erzeugte Ideal ersetzen,
und umgekehrt jedes Ideal durch eine endliche Menge von Erzeugern, ohne die zugehorige

affine k-Varietit zu verindern.

Zu jedem Gleichungssystem gehort also ein Ideal. Es gehort aber auch zu jeder Teilmenge
M c A" ein Ideal, namlich

Ti(M) = {f € k[x1,...,x,]: f(p) = O fiir alle p € M},

das k-Verschwindungsideal von M. Meistens lassen wir k weg und schreiben nur Z(M).

Nach dem Basissatz ist das k-Verschwindungsideal einer Menge endlich erzeugt. Es ist aber
alles andere als klar, wie man Erzeuger von Z(M) finden kann. Ist I ein Ideal in k[xi, ..., x,],
dann gilt per Definition immer

I cZ(V(D)).
In wie weit hier Gleichheit gilt ist eine zentrale Frage, die auf den Hilbertschen Nullstellensatz
fithrt. Damit befassen wir uns spiter in diesem Kapitel. Ist I = (f;, ..., f,), dann enthilt I also
alle Gleichungen, die direkt durch Umformung aus den gegebenen Gleichungen f, =---= f, =0
hervorgehen. Hingegen enthilt das volle Verschwindungsideal Z( V') alle Gleichungen, die sich
tiberhaupt aus den Ausgangsgleichungen ergeben konnen.

Proposition 1.7. (a) Die Zuordnungen 7 und V sind inklusionsumkehrend, d.h. aus M, c M, c
A" folgt T(M,) c Z(M;) und aus Ty c Th € k[x,, ..., x,] folgt V(T>) c V(T).

(b) Fiir My, M, c A" gilt T(M, u M,) = Z(M;) nZ(M,).

(c) Fiir jede Teilmenge M c A" ist V(Z(M)) die kleinste affine k-Varietit in A", die M enthdilt.
Insbesondere ist eine Teilmenge V c A" genau dann eine affine k-Varietit, wenn gilt:

V=V(Z(V)).
(d) Fiir zwei affine k-Varietiten Vi, V, c A" gilt
Vi=V, <= I(W)=Z(W).

4EmmY NOETHER (1882-1935), deutsche Mathematikerin, Begriinderin der modernen kommutativen Algebra
>Eine allgemeinere Version des Basissatzes sagt, dass der Polynomring R[x] in einer Variablen iiber einem noether-
schen Ring R wieder noethersch ist. Da jeder Korper ein noetherscher Ring ist, bekommt man daraus den Basissatz
in der oben gegebenen Form durch Induktion nach der Anzahl der Variablen. Gleichzeitig erhilt man die Aussage
auch noch in weiteren Polynomringen, z.B. in Z[x;, .. ., x, |, da auch Z ein noetherscher Ring ist.
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Beweis. (a) und (b) sind trivial und (d) folgt aus (c); (c) Per Definition ist V(Z(M)) eine affine k-
Varietit und enthélt M. Ist V eine affine k-Varietit, die M enthilt, dann gibtes T c k[x;, ..., x,]
mit V =V(T).Dannalso T c Z(V) c Z(M) und somit V(Z(M)) c V(T) = V. n

Fiir jede Teilmenge M c A" ist V(Z(M)) also die kleinste k-abgeschlossene Menge, die M
enthilt und entspricht damit dem Abschluss in der k-Zariski-Topologie. Wir schreiben

M =V(ZTi(M))

und nennen diese Menge den k-Zariski-Abschluss von M. Eine Teilmenge M c V heifdt k-
Zariski-dicht in der affinen k-Varietit V, wenn M = V gilt. Zum Beispiel haben wir schon
bemerkt, dass jede in A! echt enthaltene k-Varietit endlich ist. Deswegen ist jede unendliche
Teilmenge von A! Zariski-dicht in Al. Wenn es auf die Rolle von k ankommt, verwenden wir der
Deutlichkeit halber die Notation clos;(M).

Definition 1.8. Es sei V eine affine k-Varietit in A”. Die k-abgeschlossenen Teilmengen von V
sind genau die affinen k-Varietdten in A", die in V enthalten sind. Man nennt eine solche Teil-
menge auch eine abgeschlossene Untervarietit. Die Varietdt V heiflt reduzibel (iiber k), wenn
sie die Vereinigung von zwei echten k-abgeschlossenen Teilmengen ist, es also abgeschlossene
Untervarietiten V;, V, c V gibt mit

V=ViuV, und V,V, V.

Es spielt dabei keine Rolle, ob der Durchschnitt Vi n V, leer ist oder nicht. Die Varietit V heifst
irreduzibel (iiber k), wenn sie nicht leer und nicht reduzibel (iiber k) ist.

Proposition 1.9. Eine affine k-Varietit ist genau dann irreduzibel iiber k, wenn ihr k-Verschwin-
dungsideal ein Primideal ist.

Beweis. Sei V.c A", V # g,und I = Z(V) ¢ k[xy,...,x,]. Falls I nicht prim ist, dann gibt
es also fi, o € k[xy,...,x,] mit fi, f, ¢ I aber fif, € I. Dannsind V; = V.nV(f;) ¢ V und
V, = VnV(f,) ¢ V zwei affine k-Varietiten mit V = V;U V,, wegen f, f, € I. Also ist V reduzibel.

Ist umgekehrt V' # & nicht irreduzibel, also V.= Vju V, mit V}, V, ¢ V,so wéhle p; e V \ V;
und ein Polynom f; € Z(V;) mit f;(p;) # 0, fiir i = 1,2. Dann gilt also f;, f, ¢ I, aber fif, € I
wegen V = V; U V. Also ist I nicht prim. |

Beispiele 1.10. (1) Esseif € k[x1,...,x,] ein nicht-konstantes Polynom. Genau dann ist die
Varietit V( f) irreduzibel, wenn f als Polynom irreduzibel ist. Denn ist f = f;---f, die Zerlegung
von f in seine irreduziblen Faktoren, dann ist

V(f) =V(fi)u--uV(f).

Dabei ist jede der Varietiten V(f;) irreduzibel. (Um das zu beweisen, miissen wir allerdings
wissen, dass (f;) = Z(V(f;)) gilt, was aus dem Nullstellensatz folgt; siehe Cor. 1.38).
(2) Zum Beispiel hat das Polynom f = x* + xy? — x* — y? — 4x + 4 die Faktorisierung

f=fHfr mit fi=x*+y’-4und fr=x-1

Die Varietat V( f) zerfallt also in zwei abgeschlossene Untervarietiten. Dabei beschreibt V( f;)
einen Kreis in der affinen Ebene und V( f,) eine Gerade.
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(3) Der Begriff der Irreduzibilitat kann vom Grundkoérper k abhéngen. Betrachte zum Bei-
spiel das Polynom x? — 2 € k[x], k ¢ C. Die zugehérige Varietit V(x? — 2) c Al besteht aus
den beiden Punkten /2, —v/2. Sie ist irreduzibel iiber Q, denn x? — 2 ist ein tiber Q irreduzibles
Polynom. Fiir k = C oder k = R gilt dagegen x2 - 2 = (x —+/2)(x + \/2) und jeder der beiden
Punkte \/2, —/2 ist selbst eine irreduzible Varietit, ihre Vereinigung dagegen reduzibel.

Analog zu diesen Beispielen analysieren wir als niachstes die Zerlegung von Varietdten in
irreduzible abgeschlossene Teilmengen. Dazu brauchen wir etwas Vorbereitung.

Lemma 1.11. Ein Ring R ist genau dann noethersch, wenn er die aufsteigende Kettenbedingung fiir
Ideale erfiillt: Ist I, c I, c I5 C --- eine unendlich aufsteigende Kette von Idealen in R, dann gibt es
einen Index m € N mit I; = I, fiir alle j > m.

Beweis. Sei R noethersch und eine aufsteigende Kette von Idealen wie in der Behauptung gege-
ben. Dann ist die Vereinigung I = U7, I; wieder ein Ideal in R. Da R noethersch ist, ist I endlich
erzeugt. Also gibt es einen Index m derart, dass I,,, die endlich vielen Erzeuger von I alle enthilt.
Dann folgt I; = I,,, fiir alle j > m.

Umgekehrt sei die aufsteigende Kettenbedingung fiir Ideale erfiillt. Angenommen R wire
nicht noethersch. Sei dann I ein Ideal in R, das nicht endlich erzeugt ist. Wahle f, € I beliebig.
Dann gilt (f;) ¢ I und wir wahlen f, € I\ (f;). Allgemein definieren wir induktiv I; = ( f;,..., f;)
und wihlen f;,; e I\ I, fiir j > 1. Alsoist I; ¢ I, ¢ I3 & --- eine unendlich aufsteigende Kette von
Idealen, die nicht stationar wird. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. |

Korollar 1.12. Jede nicht-leere Menge von k-Varietiten in A" besitzt ein beziiglich Inklusion mini-
males® Element.

Beweis. Sei A eine nicht-leere Menge von k-Varietiten in A". Angenommen falsch. Sei V; € A.
Da V; nicht minimal ist, gibt es also V, € Amit V, ¢ V;. Induktiv finden wir Vj,; € Amit V;,, ¢ V;
fiir j > 1. Wir erhalten also eine unendlich absteigende Kette V; 2 V;, 2 V3 2 --- in \A. Dann ist

I(V) $Z(V2) $ I(V5) & -

eine unendlich echt aufsteigende Kette von Idealen in k[x;, ..., x,], im Widerspruch zum vor-
angehenden Lemma. u

Satz 1.13. Jede affine k-Varietit V ist eine endliche Vereinigung
V=Vu-uV,

von irreduziblen abgeschlossenen Untervarietiten Vi, ..., V,, mit V; ¢ V; fiir i # j.
Dabei sind Vi, ..., V,, bis auf Vertauschung eindeutig bestimmt.

Definition 1.14. Die Untervarietiaten Vj,..., V,, heiflen die irreduziblen Komponenten von V.

®Erinnerung: Ein Element a in einer partiell geordneten Menge (A, <) heiflt minimal, wenn fiir alle b € A gilt:
(b < a) = (b= a).Besitzt A hingegen die viel stirkere Eigenschaft Vb € A: a < b, so heift a ein kleinstes Element.
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Beweis. Wir zeigen zundchst, dass jede affine k-Varietdt eine endliche Vereinigung von irredu-
ziblen k-abgeschlossenen Teilmengen ist. Sei dazu A die Menge aller k-Varietiten in A", die nicht
die Vereinigung von endlich vielen irreduziblen k-abgeschlossenen Teilmengen sind. Wir wollen
also zeigen, dass A die leere Menge ist. Angenommen falsch, dann enthilt A nach dem voran-
gehenden Korollar ein minimales Element V. Nun kann V selbst nicht irreduzibel sein. Es gibt
also k-Varietiten W, W’ ¢ V mit V = W u W’. Wegen der Minimalitit von V folgt W, W’ ¢ A.
Also sind W und W’ beide die Vereinigung von endlich vielen irreduziblen k-abgeschlossenen
Teilmengen. Damit ist es aber auch V, ein Widerspruch.”

Sei nun V eine affine k-Varietat in A” und V = VU --- U V,, eine Zerlegung in irreduzible
k-abgeschlossene Teilmengen. Falls V; c V; fiir irgendein Paar i # j gilt, dann kénnen wir V;
natiirlich einfach weglassen. Wir konnen also annehmen, dass zwischen den V},...,V,, keine
solchen Inklusionen bestehen. Ist nun

eine weitere solche Zerlegung in irreduzible abgeschlossene Teilmengen, dann gilt

tiir jedes i = 1,..., m. Da V; irreduzibel ist, gibt es ein r mit V; ¢ W,. Andererseits konnen wir
dasselbe Argument umgekehrt mit W, machen. Es gibt also j mit W, c V; und damit V; ¢ W, c
V. Esfolgt i = jund V; = W,. Also kommt jedes V; auch unter den Wj, ..., W, vor, insbesondere
m < €. Indem wir die beiden Zerlegungen vertauschen, erhalten wir m = £. |

Frage 1.15. Warum ist die Bedingung V; ¢ V; fiir i # j entscheidend fiir die Eindeutigkeit der Zerlegung
in irreduzible Komponenten?

Sind f, g irreduzible Elemente in einem Ring R, dann schreiben wir f ~ g, wenn es eine
Einheit a € R* mit f = ag gibt und entsprechend f + g, wenn das nicht der Fall ist. Sind f
und g irreduzible Polynome in k[x;, ..., x,, ], dann bedeutet f ~ g also gerade, dass es eine Kon-
stante a € k* mit f = ag gibt. Ein Polynom f € k[x, ..., x,] heifit reduziert, wenn f keinen
mehrfachen irreduziblen Faktor enthilt, d.h. es gibt irreduzible Polynome fi, ..., f, mit

f=h"f und fi+ f; (furalle i # j).

Beispiel 1.16. Essei f € k[xy, ..., x,] ein reduziertes Polynom und f = f;---f, die Zerlegung von

f in seine irreduziblen Faktoren, wie oben. Dann ist

V(f)=V(fi)u--uV(f)

die Zerlegung von V(f) in seine irreduziblen Komponenten. Um das zu sehen, miissen wir al-
lerdings noch beweisen, dass zwischen den Untervarietiten V( f;) keine Inklusionen bestehen.
Das zeigen wir in Kiirze als Konsequenz des Hilbertschen Nullstellensatzes (Kor. 1.38).

Definition 1.17. Eine Varietit der Form V(f) c A", die also durch ein einziges nicht-konstantes
Polynom f € k[xy,...,x,] definiert ist, heifit eine affine Hyperflache. Speziell heifit eine affine
Hyperfliche im Fall n = 2 eine affine ebene Kurve, im Fall n = 3 eine affine Fliche.

’Das hier angewendete Beweisprinzip wird oft als noethersche Induktion bezeichnet.
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Diese Terminologie suggeriert natiirlich eine Dimensionsaussage: Kurven sind 1-dimensional,
Flachen 2-dimensional, Hyperfldchen n—1-dimensional. Im Moment haben wir noch keinen for-
malen Dimensionsbegriff und verwenden die Namen nur fiir Varietdten, die durch eine einzige
Gleichung definiert sind.

Kann man sich eine vollstindige Ubersicht iiber alle affinen k-Varietiten in A" verschaffen?
Fir n = 1 haben wir schon gesehen, dass auler A! selbst nur endliche Teilmengen Varietiten
sind. Fiir n = 2 ist es schon schwieriger, aber noch machbar. Zunichst eine Hilfsaussage.

Lemma 1.18. Seien f, g € k[x, y] zwei teilerfremde Polynome. Dann ist V(f, g) ¢ A? endlich.

Beweis. Da f und g teilerfremd sind, sind sie nach dem Gaufschen Lemma auch teilerfremd im
Ring k(x)[y] (siehe [Bosch], §2.7, Kor. 6) . Weil das ein Polynomring in einer Variablen iiber
einem Korper (und damit ein Hauptidealring) ist, gibt es Polynome p, g € k(x)[ y] mit

pf+qg=ggT(f.8) =1
Die Koeffizieten von p und g sind rationale Funktionen in x, haben also eventuell Nenner. Wenn

wir die Gleichung mit allen in p und § vorkommenden Nennern durchmultiplizieren, erhalten
wir eine neue Gleichung

pf+qg=r, mit p,q € k[x, y],r e k[x],r #0.

Firalle (a,b) € V(f, g) istalso r(a) = 0. Also nimmt die erste Koordinate in V( f, g) hochstens
endlich viele Werte an, die den endlich vielen Nullstellen von r entsprechen. Dasselbe konnen
wir fir die zweite Koordinate zeigen, so dass V( f, g) insgesamt endlich ist. |

Lemma 1.19. Sei R ein faktorieller Integritdtsring und P ein Primideal in R. Falls je zwei Elemente
in P einen gemeinsamen Teiler haben, dann ist P ein Hauptideal.

Beweis. Ubung 1.9. ]

Satz 1.20. Es sei V eine irreduzible affine k-Varietit in der Ebene A2. Dann tritt genau einer der
folgenden drei Fille ein:

(1) V enthidlt hochstens endlich viele Punkte;

(2) V=A%

(3) V ist eine Kurve in A%, also V = V(f) fiirein f € k[x1,...,x,], f ¢ k.

Beweis. Essei P = Z(V') das Verschwindungsideal von V. Da V irreduzibel ist, ist P ein Primideal
nach Prop. 1.9. Falls V = A2, so ist P = (0) (siche Ubung 1.3). Wir nehmen also P # (0) an. Falls V
endlich ist, sind wir im Fall (1). Wir nehmen also an, dass V unendlich ist. Sind f, g € P, so folgt
V c V(f, g). Nach Lemma 1.18 haben f und g damit einen gemeinsamen Teiler. Nach Lemma
1.19 ist P deshalb ein Hauptideal. Also gibtes f € k[x;, ..., x,] mit P = (f) und damit V = V(f).
Schliefllich bemerken wir noch, dass sich die Fille (1),(2) und (3) wie behauptet ausschliefSen. Da
K ein algebraisch abgeschlossener Korper ist, gilt |K| = co und damit auch |A?| = co. Auflerdem
enthilt jede Kurve unendlich viele Punkte (siche Ubung 1.4). [

UBUNGEN

Ubung 1.1. Sei k = K. Zeigen Sie, dass jede endliche Teilmenge von A" eine affine k-Varietit ist.
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Ubung 1.2. Erzeugendensysteme von Idealen werden auch als Basen bezeichnet. Im Gegensatz zu den
Basen der linearen Algebra gibt es aber im allgemeinen keine Unabhéngigkeit zwischen den Erzeugern.
(a) Seil = (fi, f2) mit fi, fo € k[x1,...,x,|~{0}. Auf welche Weisen kann 0 im Ideal I dargestellt werden?
(b) Zeigen Sie, dass {x} und {x + x?, x*} zwei minimale Basen desselben Ideals in k[x] sind.

Ubung 1.3. Esseilc k[x),...,x,] einIdeal, I # (0). Zeigen Sie, dass V(I) # A" gilt.
Ubung 1.4. Sei f € k[x1,...,x,], n > 2, f ¢ k. Zeigen Sie, dass die Hyperfliche Vi ( f) nicht endlich ist.

Ubung 1.5. Bestimmen Sie fiir die folgenden affinen Varietiten in A% jeweils ihre irreduziblen Kompo-
nenten und deren Verschwindungsideale. Beschreiben Sie die Komponenten geometrisch. Sie diirfen auch
mit dem Computer arbeiten (siehe unten).

(@) V=V(x* - yz,xz - x);

(b) V=V(x*-yz, x> - y*);

() V=V(x?+y*+25,x* - y* - 22 +1);

Ubung 1.6. Essei X = {(x,x) € A% x # 1} c A% Zeigen Sie, dass X keine affine k-Varietit ist.

Ubung 1.7. Seien V; ¢ A™ und V; c A" affine k-Varietiten. Zeigen Sie:

(a) Vi x V, c A™*" ist wieder eine affine k-Varietit.
(b) Sind V; und V; irreduzibel iiber k, so auch V; x V;. (Sie diirfen k = K annehmen.)

Ubung 1.8. Sei V eine affine k-Varietit. Zeigen Sie: Eine k-abgeschlossene Teilmenge W c V ist genau
dann eine irreduzible Komponente von V, wenn W irreduzibel, jede grofiere Teilmenge von V jedoch
reduzibel ist.

ﬁbung 1.9. Beweisen Sie Lemma 1.19. (Zusatz: Gilt das auch, wenn R irgendein noetherscher Ring ist?)

1.3. COMPUTER-ALGEBRA

Es gibt verschiedene Software-Pakete, die mit Polynomen in mehreren Variablen rechnen
konnen und mehr oder weniger stark auf Anwendungen in der algebraischen Geometrie zuge-
schnitten sind. Die wichtigsten, die mir einfallen, sind:

(1) Die grofien kommerziellen Pakete Maple und Mathematica. Der gesamte Funktions-
umfang dieser Systeme ist beeindruckend, aber fiir speziellere Fragen der algebraischen
Geometrie und kommutativen Algebra sind sie nur bedingt geeignet.

(2) Die freien Computer-Algebra-Systeme CoCoA, Macaulay2 und Singular. Am beliebtes-
ten unter Mathematikern, die sich mit algebraischer Geometrie beschaftigen.

(3) Das kommerzielle Computer-Algebra-System Magma. Gilt als sehr leistungsfahig, aber
ich bin nicht damit vertraut.

(4) Das freie Computer-Algebra-System SAGE, in das verschiedene andere Systeme inte-
griert sind (u.a. Singular).

(5) Das Bertini-System fiir numerische algebraische Geometrie. Das ist methodisch etwas
vollig anderes, hat aber in den letzten Jahren sehr an Bedeutung gewonnen.

Die Arbeit mit dem Computer wird in dieser Vorlesung keine zentrale Rolle spielen. Es ist

aber eine gute Idee, sich nebenbei damit vertraut zu machen und zum Beispiel Ubungsaufgaben
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wenn moglich mit dem Computer zu 16sen. Ab und zu werden dazu auch gesonderte Aufgaben
gestellt. AufSerdem werden im zweiten Kapitel einige der mathematischen Methoden eingefiihrt,
die der Computer-Algebra zugrunde liegen.

Welche Software man auswiéhlt, hingt immer vom konkreten Problem und vom personlichen
Geschmack ab. Einige Systeme sind in ihrer Syntax naher an der Mathematik (z.B. Maple und
Macaulay2) und damit vielleicht schneller zu erlernen und leichter zu lesen. Andere sind niher
an Programmiersprachen und deshalb besser fiir umfangreichere Arbeiten (z.B. Singular und
SAGE, die sich an C bzw. an Python orientieren).

Fiir die Beispiele in dieser Vorlesung werde ich Macaulay2 verwenden. Die Software kann
tir verschiedene Betriebssysteme von der Seite http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/ herun-
tergeladen werden.® Starten wir Macaulay?2 fiir eine ganz kurze Einfithrung

Macaulay2, version 1.8.2
Wir reproduzieren Beispiel 1.10(2). Als erstes miissen wir Macaulay2 immer sagen, in welchem
Ring es arbeiten soll.
il : R = QQ[x,y]
ol =R
ol : PolynomialRing
Dabei sind die Zeilen, die mit i anfangen die Input-, die mit o die Output-Zeilen.
i2 : £=%x"3 +x*y"2 -%x"2-y"2 -4%x + 4
3 2 2 2
02 =X +X*y -xXx -y -4x+ 4
o2 : R
(Die Multiplikation muss man ausschreiben, also x*y, nicht xy).
Sei I das von f erzeugte Ideal.
i3 : I = ideal(f);
03 : Ideal of R
Ist f irreduzibel, also I prim?
i4 : isPrime(I)
04 = false
Bestimme die irreduziblen Komponenten:
i5 : decompose(I)
2 2
o5 = {ideal(x +y - 4), ideal(x - 1}
o5 : List
Das sind die beiden Komponenten, die den beiden Faktoren von f entsprechen.
Wenn einem der Output zu sperrig ist, kann man ihn vereinfacht formatieren:

i6 : toString(oo)

8Wenn Sie Schwierigkeiten mit der Installation haben (vor allem unter Windows), kénnen Sie Macaulay2 auch
online auf dem Sagemath cloud server benutzen; siehe http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/TryItOut/.

Eine weitere Alternative (namlich eine virtuelle Maschine) mit Anleitung finden Sie auf der Homgepage von Anton
Leykin (GeorgiaTech): http://people.math.gatech.edu/~aleykin3/M2/index.html.


http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/
http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/TryItOut/
http://people.math.gatech.edu/~aleykin3/M2/index.html
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06 = {ideal(x"2+y"2-4), ideal(x-1)}
Dabei bezeichnet oo immer den vorhergehenden Output.

Zu jedem Befehl kann man iibrigens innerhalb von Macaulay2 eine kurze Beschreibung bekommen,

indem man ein Fragezeichen voranstellt, z.B.

i16 : ?decompose
* Usage:minimalPrimes Idecompose I
* Inputs:
* I, an ideal
* Outputs:
* a list, whose entries are the minimal associated primes of I .

Noch ein weiteres, etwas interessanteres Beispiel. Wir betrachten den Raum A’ = A®S aller
3 x 3-Matrizen. Dazu gehort der Ring:
il : R =QQ[x_(1,1)..x_(@3,3)];
Das Semikolon am Ende unterdriickt dabei den Output. Aus den Variablen x;;, ..., x3 3 formen wir
eine Matrix A = (x;;).
i2 : A = matrix(for i from 1 to 3 list (for j from 1 to 3 list x_(i,j)))
02 = | x_(1,1) x_(1,2) x_(1,3) |
| x_(2,1) x.(2,2) x_(2,3) |
| x_(3,1) x.(3,2) x_.(3,3) |
3 3
02 : Matrix R <--- R
und dann das Ideal im Ring R, das von allen 2 x 2-Minoren dieser Matrix erzeugt wird.
i3 : I = minors(2,A); toString(I)
03 : Ideal of R
04 = ideal(-x_(1,2)*x_(2,1D)+x_(1,1)*x_(2,2),-x_(1,2)*x_3,1D)+x_(1,1)*x_(3,2),
-x_(2,2)*x_3,D+x_(2,1)*x_(3,2),-x_(1,3)*x_(2,D+x_(1,1)*x_(2,3),
-x_(1,3)*x_Q3, D+x_(1,1)*x_(3,3),-x_(2,3)*x_(3,D+x_(2,1)*x_(3,3),
-x_(1,3)*x_(2,2)+x_(1,2)*x_(2,3),-x_(1,3)*x_(3,2)+x_(1,2)*x_(3,3),
-x_(2,3)*x_(3,2)+x_(2,2)*x_(3,3))
Wir sehen also die 9 Determinanten der 2 x 2-Matrizen, die durch Streichung einer Zeile und einer
Spalte aus A entstehen.
Das Ideal I aller 2 x 2-Minoren ist prim:
i5 : isPrime(I)
o5 = true
Wenn die Determinante einer Matrix verschwindet, dann ist sie nicht invertierbar, also vom Rang
hochstens 2. Wenn alle 2 x 2-Minoren einer Matrix verschwinden, dann bedeutet das gerade, dass
die Matrix vom Rang hdchstens 1 ist (siehe Ubung 1.14). Die durch I definierte Varietit V = V(1) ist
also die Menge aller 3 x 3-Matrizen vom Rang hochstens 1 mit Eintrdgen in K. Wir wissen nun also,
dass diese Varietit irreduzibel iiber Q ist. Aulerdem gilt det(A) € Z(V'). Gilt auch det(A) € I?
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i6 : £ = det(A); isSubset(ideal(f),I)
06 = true

Die Antwort ist ja. Das kann man auch leicht allgemein beweisen, indem man die Determinante nach

einer Zeile oder Spalte entwickelt.

UBUNGEN

Die folgenden Ubungen sollen Sie ermuntern, noch etwas weiter mit Macaulay2 zu experi-
mentieren. Die Dokumentation finden Sie auf der Macaulay2-Homepage

http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/

Natiirlich sind die Aufgaben auch fiir andere Computer-Algebra-Systeme sinnvoll.

I"Jbung 1.10. (a) Definieren Sie in Macaulay2 einen Polynomring in drei Variablen iiber dem Kérper Fg.
(b) Definieren Sie den Ring Q(a, b, ¢)[x, y, z]. Setzen Sie f = (ax®+by*+cz*)(ac—bc) und vereinfachen
Sie den Ausdruck f2/c?.

Ubung 1.11. Definieren Sie in einem Polynomring in mehreren Variablen iiber Q zwei Ideale I, J ihrer
Wabhl. Finden Sie heraus, wie man testet, ob I = J, I = (1) oder I c ] gelten.

Ubung 1.12. Wiederholen Sie das oben angegebene Beispiel mit Minoren von Matrizen im Fall n = 4.
Finden Sie heraus, wie Sie sich ein einzelnes Element einer Liste anzeigen lassen konnen. Finden Sie her-
aus, wie Sie sich die Erzeuger eines Ideals anzeigen lassen konnen. Modifizieren Sie das Beispiel fiir den
Fall symmetrischer Matrizen.

Ubung 1.13. Schreiben Sie Macaulay2-Code, der im Korper F,, (p prim) alle Polynome f(x) € F,[x] von
gegebenem Grad d mit der Eigenschaft f(a) = 0 fiir alle a € I, auflistet.

Ubung 1.14. Zeigen Sie die folgenden Aussagen, die wir im Macaulay2-Beispiel verwendet haben.

(a) Genaudann hat eine m x n-Matrix A mit Eintrdgen in K den Rang hochstens r—1, wenn alle ihre rx r-
Minoren verschwinden (r < min{m, n}), also die Determinanten aller Matrizen, die durch Streichung
von m — r Zeilen und »n — r Spalten aus A entstehen.

(b) Genau dann hat eine symmetrische n x n-Matrix A mit Eintrdgen in K den Rang hochstens r—1, wenn
alle ihre symmetrischen r x r-Minoren verschwinden (r < n), also die Determinanten aller Matrizen,
die durch Streichung von n — r Zeilen und Spalten, jeweils mit denselben Indizes, entstehen.

1.4. ABBILDUNGEN ZWISCHEN VARIETATEN

Es sei V c A™ eine affine k-Varietit. Jedes Polynom f € k[x;,...,x,] konnen wir durch
Einschrinkung auf V als eine Funktion V' — K auffassen. Allgemeiner gibt jedes n-Tupel ¢ =
(fi>---> fa) von Polynomen eine Abbildung ¢: V — A". Ist auflerdem W eine affine k-Varietit in
A" und gilt (V') ¢ W, dann haben wir sogar eine Abbildung

p:V->W.

Jede Abbildung V' — W, die in dieser Weise durch Polynome gegeben ist, heif3t ein Morphismus
von k-Varietiten (oder kurz ein k-Morphismus).


http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/
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Beispiele 1.21. (1) Betrachte die Abbildung

Al - A?
‘P'{ t e (2,8)

Das Bild ¢(A!) ist dann gerade die affine k-Varietit
C=V(x’- %)

genannt die Neilsche® Parabel.

Denn ist (x, y) € ¢(A!), dann gibt es t € Al mit x = £2, y = £3, also x* = #® = y? und damit
(x,y) € C. Sei umgekehrt (x, y) € C und sei t; = \/x eine Quadratwurzel von x. Dann sind +£;
die beiden Quadratwurzeln von x°. Da auch y eine Quadratwurzel von x3 ist, gilt also y = £} oder
y = (—tp)?. Setzt man entsprechend t = t, oder t = —t,, so folgt (x, y) = ¢(t). Der Ubergang von
der Parametrisierung zur Beschreibung durch eine Gleichung wird Implizitisierung genannt.

(2) Das Bild des Morphismus

Al A3
(p'{ t - (42,1)
ist die verdrehte Kubik'
C=V(y-x%z-x°)
Das Bild von C unter der Projektion (x, y,z) ~ (,z) auf die letzten beiden Koordinaten ist die
Neilsche Parabel aus dem vorigen Beispiel.
(3) Das Bild einer affinen k-Varietit braucht keine Varietit zu sein. Sei V = V(1 - xy) die
Hyperbel in der affinen Ebene und sei 7: A> - A! die Projektion (x, y) = y. Offenbar gilt

2(V) = A~ {0},

Dies ist aber keine affine k-Varietit in A! (denn die sind alle endlich oder gleich A!).

Proposition 1.22. Essei I C k[x, ..., Xm, V1, ., Vu] €in Ideal und sei V.= V(I) c A™ x A", Sei
m A" x A" > A", (p,q) = q
die Projektion auf die letzten n Koordinaten. Dann gilt

(V) cVInk[y,....y.]).

WiLLiaM NEILE (1637-1670), englischer Mathematiker
'9Es ist nicht ganz leicht, ein aussagekriftiges reelles Bild dieser Kurve zu zeichnen. Sie sieht tatsichlich aus wie die
ebene Kubik y = x*, die im Raum ’verdreht’ wurde.
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Beweis. Ist f e Ink[y,...,y,]) und q € 7(V), dann gibt es p € A™ mit (p,q) € V. Also gilt

f(p.q)=f(q) =0. u
Das Ideal I n k[y;, ..., y,] wird das Eliminationsideal von I beziglich x;, ..., x,, genannt,
weil in ihm die Variablen x, . . ., x,, eliminiert wurden.

Beispiel 1.23. Seil = (y — x%,z — x3) das Ideal der getwisteten Kubik (Beispiel 1.21(2)). Es gilt

Ink[y,z]=(y’-2*).

Dies entspricht der Tatsache, dass die Projektion der getwisteten Kubik auf die letzten beiden
Koordinaten die Neilsche Parabel ist. Es ist aber etwas miithsam, selbst in diesem Beispiel, die
Gleichheit der Ideale direkt nachzupriifen. Wir werden uns im néchsten Kapitel mit Verfahren
zur Berechnung von Eliminationsidealen befassen.

In Beispiel 1.21(3) gilt dagegen (xy —1) n k[y] = (0), denn es gibt kein Vielfaches ungleich 0
von xy —1in k[x, y], das die Variable x nicht enthilt. Dies entspricht der Tatsache, dass es keine
echte k-abgeschlossene Teilmenge von A! gibt, die das Bild der Projektion enthilt.

Der Projektion von Varietdten entspricht die Elimination von Variablen.

Im Moment wissen wir allerdings nur, dass die Elemente des Eliminationsideals auf der Pro-
jektion einer Varietdt verschwinden. Unser nédchstes Ziel ist zu verstehen, wann das Elimina-
tionsideal genau das Bild der Projektion definiert, also den Unterschied zwischen den beiden
Beispielen in 1.23 zu verstehen.

UBUNGEN

Ubung 1.15. Es sei C die ebene Kurve V(y* - x* + x?). Finden Sie eine Parametrisierung von C, also einen
Morphismus ¢: Al — A2 mit p(A') = C.

Ijbung 1.16. Essei A* der Raum aller 2 x 2-Matrizen mit Eintrigen in K und sei V = V(xp1002 — x12%21) die
Menge aller Matrizen vom Rang hochstens 1. Finden Sie einen Morphismus ¢: A" — A* (fiir geeignetes
n) mit (A") = V.

Ubung 1.17. Essei ¢ € k und ¢: A - A2 der Morphismus

p(t)=(c- 2, t(c - tz)).

Zeigen Sie, dass das Bild ¢(A!) die ebene Kurve C = V(»* + x> — cx?) ist. Zeichnen Sie das reelle Bild
dieser Kurve fiir ¢ = 1.

Ubung 1.18. Essei g: A > A%, t — (f(t), g(t)) ein Morphismus, gegeben durch f, g € k[t]. Zeigen Sie:
(a) Es gibt eine Zahl m > 0 derart, dass die Familie von Polynomen

(f(0) g0 abeZs,arbsm)

in k[¢] linear abhingig ist.
(b) Es gibt ein Polynom h € k[x, y], h # 0, mit p(A') c V(h).
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1.5. RESULTANTEN

Resultanten sind ein klassisches Werkzeug der Eliminationstheorie. Seit ihrer Bliitezeit im
19. Jahrhundert sind sie ein bifichen aus der Mode gekommen und durch modernere Konzepte
der kommutativen Algebra verdrangt worden, zum Beispiel durch Grébnerbasen (siehe niachstes
Kapitel). Die Einfachheit von Resultanten macht aber manche Beweise klarer.

In diesem Abschnitt sei stets R ein Integritatsring mit Quotientenkorper K. Seien

d i e i
f=> .4z und g=>" b7z
zwei Polynome vom Grad hochstens d bzw. e in einer Variablen z mit Koeflizienten in R. Wir
suchen ein Kriterium dafiir, wann f und g einen gemeinsamen Faktor haben.

Lemma 1.24. Es gelte deg(f) = d oder deg(g) = e (also a; + 0 oder b, + 0). Genau dann haben f
und g einen gemeinsamen Faktor von positivem Grad in K[z], wenn es Polynome p, q € R[z] gibt
derart, dass

pf+qg=0,  deg(p)<e, deg(q) <d.

Beweis. Angenommen f und g haben einen gemeinsamen Faktor, etwa

f=hHh und g=gh

mit deg(h) > 0. Dann folgt also deg(f;) < deg(f) und deg(g) < deg(g). Dann setzen wir
einfach p = g; und g = - f; und erhalten

pf+ag=(afi- fig)h=0.

Seien umgekehrt p und q wie oben gegeben, so dass pf = —qg, und etwa deg(f) = d. Es sei
f =c- fi+fm die Zerlegung von f in seine irreduziblen Faktoren von positivem Grad, ¢ € R.
Dann ist —qg durch alle Faktoren fi,..., f,, teilbar. Wegen deg(gq) < d konnen aber nicht alle
diese Faktoren Teiler von g sein. Mindestens einer teilt also g und ist damit ein gemeinsamer
Faktor von f und g. |

Aus der Aussage des Lemmas machen wir nun eine berechenbare Bedingung fiir die Existenz
von p und q. Wir machen den Ansatz

d-2

-1 -2 d-1
P=Pe1Zs H PeaZtiH o+ Doy §=qa12" T+ qaaZ® T+ + qo.

Das Polynom pf + qg hat hochstens Grad d + e — 1. Die Gleichheit pf + qg = 0 besagt, dass die
d + e Koefhizienten von pf + qg alle 0 sind, was sich in die d + e linearen Gleichungen

aopo +b0q0 =0
a1po  taopr +b1q0 +b0q1 =0
AdPe-2 +Ad-1Pe-1 +beqa-2 +b.1qa1 =0

agPe1 +beqd71 =0

in den unbekannten Koeffizienten von p und q tibersetzt. Genau dann haben f und g einen ge-

meinsamen Faktor, wenn dieses homogene lineare Gleichungssystem eine nicht-triviale Losung
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in R besitzt. Die transponierte (d + e) x (d + e)-Koeflizientenmatrix

—ao a; - e eee agq-1 ag ]
aO al cee cee cee ad—l ad
a a cee eee ad— ad
Sl (8=, . b: N 1
by by - - b,, b,
_ by by -+ - by b,

des Gleichungssystems heifit die Sylvestermatrix" von f und g. Wir setzen

Resg.(f>g) = det(Syl,,(f>g)),

die Resultante von f und g. Das zugehorige homogene Gleichungssystem hat genau dann eine
nicht-triviale Losung, wenn die Determinante Res, . ( f, ) gleich 0 ist.> Wir haben bewiesen:

Satz 1.25. Genau dann haben zwei Polynome in R[z] einen gemeinsamen Faktor von positi-
vem Grad, wenn ihre Resultante 0 ist. ]

Lemma1.26. Esseien f, g € R[z] Polynome vom Grad d bzw. e. Dann gibt es Polynome p, q € R[z]
mit Resy . (f,g) = pf +qg und deg(p) < e, deg(q) < d. Insbesondere gilt

Resq.(f,g) € (f. g)-

Beweis. Multipliziere in der Sylvestermatrix Syl, ,(f, g) die i-te Spalte mit z4**~/ und addiere sie
zur letzten Spalte, fiir i = 1,...,d + e — 1. Dies dndert bekanntlich die Determinante nicht, aber
die Sylvestermatrix sieht anschlieflend so aus:

141
ap ap; e . a1 ag z€ f
ap a; - . . aj_, a4 Ze_zf

o

ap a aj_1 f

bO bl be—l be delg
b() b1 be—l be Zd_zg
bO bl be—l g

Die Behauptung folgt nun, indem man die Determinante nach der letzten Spalte entwickelt. m

"JAMES JOSEPH SYLVESTER (1814-1897), englischer Mathematiker
'2Aus der linearen Algebra wissen wir das nur fiir lineare Gleichungssysteme iiber Koérpern. Aber jede Losung iiber
dem Quotientenkorper Quot(R) von R gibt durch Bereinigen der Nenner auch eine Losung tiber R.
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Mit Hilfe der Algebra kann man eine andere Beschreibung der Resultanten geben, die wir
nicht brauchen, die aber hiufig als Definition genommen wird.

Satz 1.27. Es seien

f=z=M)(z-Aa)  und  g=(z-p)(z-pe)

zwei normierte Polynome, die iiber K = Quot(R) in Linearfaktoren zerfallen. Dann gilt

Resd,e(f’g) = H(Al - [/lj).
L]

Beweis. siehe z.B. [Bosch], §4.4, Kor. 9. [

In Macaulay2 kann man die Resultante von zwei Polynomen f und ¢ in einem Polynomring R[x]

mit dem Befehl resultant (£, g,x) ausrechnen.

UBUNGEN

Ubung1.19. Berechnen Sie die Resultante zweier Polynome vom Grad 2 als Polynom in den Koeffizienten.

Ubung 1.20. Es sei R ein Intergrititsring und seien f, g € R[x], f = X9, a;z’, g = X%, biz'. Beweisen
Sie die folgenden Eigenschaften der Resultante:

(a) Resq,e(f,g) = (~1)*Res(g, f);

(b) Falls b, =0, so gilt Resy .(f,g) = agResg._1(f>£);

(c) Resy(x?,g) = g(0)%

(d) Fiir jedes Polynom h € R[x] mit deg(h) < d — e gilt Res; .(f,g) = Resy . (f + hg, g).

(€) Resqie(xf,8) = g(0)Resq(f8);

(f) Firalle a,b € R gilt Resy . (af,bg) = a°b?Resy . (f, g).

Ubung 1.21. Verwenden Sie Resultanten, um einen anderen Beweis von Lemma 1.18 zu geben.

Ubung 1.22. Es sei K ein Kérper und es bezeichne V; den Vektorraum der Polynome in K[x] vom Grad
hochstens d. Seien f, g € K[x], deg(f) < d, deg(g) <e.
(a) Zeigen Sie, dass die Sylvestermatrix Syl, ,(f, g) gerade die lineare Abbildung

Ve ® Vg = Vase (poq) = pf +4ag
beziiglich der Standardbasis {1, x, ..., x™} von V,, beschreibt.
(b) Zeigen Sie, dass
Resgo(f(x—a),g(x —a)) =Resq.(f(x),8(x))
fiir alle a € K gilt. (Vorschlag: Benutzen Sie (a).)
Bemerkung. Die Aussagen in (a) und (b) gelten auch (und lassen sich identisch beweisen), wenn man K
durch einen Integritdtsring R ersetzt und freier R-Modul’ statt’K-Vektorraum’ sagt.

Ubung 1.23. Es sei R ein Integrititsring, f, g € R[x] mit deg(f) = d, deg(g) = e und sei r € (f,g) N R.
Zeigen Sie, dass
re({flg)nR und Resya20(f &%) = Resqo(f, g)*

gelten. Folgern Sie, dass die Resultante das Ideal (f, g) N R im allgemeinen nicht erzeugt.



1.6. DER NULLSTELLENSATZ 25
1.6. DER NULLSTELLENSATZ

Der Nullstellensatz ist einer der fundamentalen Sétze der algebraischen Geometrie. Er beant-
wortet zunéchst die Frage, wie man feststellt, ob ein polynomiales Gleichungssystem unlésbar ist.

Satz 1.28 (Hilbertscher Nullstellensatz — schwache Form). Essei I ein Idealin k[x;, . . ., x,].
Genau dann gilt V(1) = @, wenn 1 € I gilt.

Vom praktischen Standpunkt aus gesehen kommt es damit also darauf an, wie man entscheidet,
ob 1 ¢ I gilt. Dazu spéter mehr.

Bemerkung 1.29. Fir n = 1und f € k[x] gilt 1 € (f) genau dann, wenn f € k. Der schwache
Nullstellensatz sagt also gerade, dass jedes nicht-konstante Polynom in K eine Nullstelle hat. Er
spiegelt also wider, dass K algebraisch abgeschlossen ist und gilt entsprechend auch wirklich nur
in diesem Fall.

Fiir den Beweis des Nullstellensatzes brauchen wir noch etwas Vorbereitung.

Lemma 1.30. Es sei I ein Ideal in k[x,, ..., x,] mit V(I) ¢ A" und seien p,,. .., ps € A" N V(I).
Dann gibt es ein Polynom f € I mit f(p;) #0 firallei =1,...,d.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach d. Fiir d = 1 ist ist sie klar. Sei d > 2.
Nach Induktionsannahme gibt es fiir jedes i € {1,...,d} ein f; mit f;(p;) # 0 fiir alle j # i. Falls
fi(pi) # 0 fiir ein i, dann sind wir fertig. Es gelte also f;(p;) = O fiir alle i. Dann hat

f = ﬁ + ﬁ. . .fd'
die gewiinschte Eigenschaft. |
Wir sagen ein Polynom f € k[xj, ..., x,] ist normiert beziiglich der Variablen x,,, wenn das
Monom x4 in f den Koefhizienten 1 hat. Ein einzelnes Polynom kénnen wir durch Koordi-

natenwechsel in der Regel als normiert annehmen, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 1.31. Es sei k ein unendlicher Kérper und f € k[xi, ..., x,] ein nicht-konstantes Polynom.
(1) Es gibt einen Punkt a € k" mit f(a) # 0.
(2) Es gibt einen linearen Koordinatenwechsel, also eine invertierbare Matrix A € GL,(k),
und eine Konstante c € k* derart, dass ¢ f (Ax) beziiglich x,, normiert ist.

Beweis. (1) Induktion nach n: Fiir n = 1ist die Aussage klar, da f nur endlich viele Nullstellen in k
hat. Fiir 7 > 2, sei d = deg( f) und schreibe f = Y9 gi(xi, ..., X,_1)x’. Wihle nach Induktions-
annahme ein a € k"' derart, dass go(a), ..., gs(a) nicht alle 0 sind. Dann ist f(a,x,) € k[x,]
nicht das Nullpolynom, hat also nur endlich viele Nullstellen in k.

(2) Es sei f; der homogene Teil hochsten Grades von f. Nach (1) gibt es einen Punkt a € k"
mit f;(a) # 0. Dann gibt es ein A € GL,(k) mit Ae, = a. Dass Polynom f;(Ax) ist also ein

homogenes Polynom vom Grad d, das im Punkt e, = (0,...,0,1) nicht verschwindet. Also hat
das Monom x¢ in f(Ax) einen Koeffizienten ¢’ # 0. Mit ¢ = 1/¢’ folgt die Behauptung. n
Sei I c k[x;,...,x,] ein Ideal. Nach Prop. 1.22 induziert die Projektion 7: (xy,...,%x,)

(x1,...,x,_1) auf die ersten n — 1 Koordinaten einen Morphismus V(I) - V(Ink[xy,...,x,1]).
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Als Vorbereitung auf den Nullstellensatz beweisen wir jetzt ein niitzliches Kriterium dafiir, wann
diese Projektion surjektiv ist (vgl. Beispiel 1.23).

Lemma 1.32. Essei I c k[x,...,x,] ein Ideal. Falls I ein Polynom enthiilt, das beziiglich x, nor-
miert ist, dann ist die Projektion

V() - V(Ink[x,...,x,1])

auf die ersten n — 1 Koordinaten surjektiv.

Beweis. Setze J =N k[x,...,x,1] undseia = (ay,...,a, 1) € A"\ Betrachte die Gerade
L={(ay...,a,1,t):te K} c A"

tiber dem Punkt a. Angenommen a ¢ 7(V(I)), d.h. es gelte L n V(I) = @. Nach Voraussetzung
gibt es ein Polynom g € I, das beziiglich x,, normiert ist. Dann ist also

g(a,t)=g(ay,...,a,1,t) € K[t].

ein normiertes Polynom. Setze d = deg, (g) undseienc, ..., c, € K die Nullstellen von g(a, t).
Da LnV(I) = @, gibt es nach Lemma 1.30 ein f € I mit f(ay,...,a,-1,¢;) # 0furallei=1,...,d.
Also haben f und g auf L keine gemeinsame Nullstelle. Sei r = Res(f, g) € k[xy,...,x,_1] die
Resultante von f und g beziiglich der Variablen x,,. (Das heif3t, wir fassen f und g als Polynome
in x,, mit Koeffizienten in k[xy, ..., x,;] auf.) DaV(f)nV(g) n L = @ gilt, folgt

r(ap,...,a,1) #0.

Andererseits gilt 7 € ] nach Lemma 1.26. Also folgt a ¢ V(]) und das Lemma ist bewiesen. m

Beweis des schwachen Nullstellensatzes. Wenn 1 in I enthalten ist, dann folgt natiirlich V(I) c
V(1) = @. Es sei umgekehrt 1 ¢ I. Dann liegt 1 auch nicht im Ideal, das von I in K[x;,...,x,]
erzeugt wird (Ubung 1.24). Deshalb kénnen wir annehmen, dass k = K gilt (oder, was ausreicht,
dass k unendlich ist). Falls I = (0), dann ist V(I) = A" # @. Es gelte also (0) ¢ I € K[xy,...,x,].
Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Falls n = 1, dann ist I also ein Ideal im
Hauptidealring K[x], d.h. es gibt ein nicht-konstantes Polynom f mit I = (f). Da K algebraisch
abgeschlossen ist, hat f in K mindestens eine Nullstelle und somit ist V(I) nicht leer.

Sein >2undsei f € I mitdeg(f) > 0, f # 0. Nach einem Koordinatenwechsel und Skalieren
konnen wir annehmen, dass f normiert beziiglich x,, ist (Lemma1.31). Setze | = Ink[x;, ..., x,].
Nach Induktionsvoraussetzung ist V(J) nicht leer. Nach dem vorangehenden Lemma ist die Pro-
jektion V(I) — V(J) auf die ersten n —1 Koordinaten surjektiv. Also ist auch V(I) nichtleer. m

Als nichstes diskutieren wir die sogenannte starke Form des Nullstellensatzes. Gegeben eine
Menge von Polynomen T c k[x;,...,x,], wie sieht dann das Verschwindungsideal Z(V(T))
aus? Per Definition enthilt dieses Ideal T und damit auch das erzeugte Ideal (T'). Es gilt also

(T) cZOV(T)),

aber im allgemeinen gilt keine Gleichheit.
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Beispiel 1.33. Sein = 1und T = {x?} c K[x], dann ist also V(x?) = {0}. Andererseits gilt
Z({0}) = (x). Denn ein Polynom f verschwindet genau dann im Ursprung, wenn sein kon-
stanter Term 0 ist und dann kann man x ausklammern, also f = g - x € (x) fiir ein g € K[x].
Andererseits besteht (x2) aus den Polynomen, bei denen der konstante und auch der lineare Term
0 sind. Es ist also (x?) ¢ (x) = Z(V(x?)).

Ist I ein Ideal in einem Ring R, so ist
VI = { f € R:Es gibt eine natiirliche Zahl m mit f™ e I }

wieder ein Ideal, genannt das Radikal von I (siehe Ubung 1.25). Per Definition gilt immer I c \/I.
Ein Ideal I heif3t ein Radikalideal, wenn Gleichheit gilt, also I = \/T.

Das k-Verschwindungsideal Z( M) einer Teilmenge M c A" ist ein Radikalideal: Denn wenn
eine Potenz einer Funktion verschwindet, dann verschwindet auch die Funktion selbst. (Aus-
fuhrlich: Ist f € \/Z(M), dann gibt es also m > 1 mit f™ € Z(M), also f"(p) = f(p)™ = 0 fur
alle p € M. Aber dann ist auch schon f(p) = 0 fur alle p € M und damit f € Z(M).)

Wir sehen also, dass fiir jede Menge T von Polynomen stets \/m c Z(V(T)) gelten muss.
Hier gilt nun tatsachlich Gleichheit:

Satz 1.34 (Hilbertscher Nullstellensatz — starke Form).
Fiir jedes Ideal I von k[x;, ..., x,] gilt

Z:(V(D)) = V1.

Beweis. Die Inklusion (o) haben wir schon festgestellt. Die umgekehrte Inklusion zeigen wir mit
dem sogenannten ,, Trick von Rabinowitsch™. Sei f € Z(V(I)) und sei

J={(tf -1) +(I) c k[xy,...,x,, t].

Dann gilt V(J) = &, somit 1 € ] nach dem schwachen Nullstellensatz. Es gibt also eine Identitt

I:a-(tf—1)+i;bifi

mita,by,...,b, € k[x,...,x,, t]und fi,..., f, € L. Jetzt setzen wir ¢ = % ein und erhalten
! 1
1= bi(xl, s Xy —)f,
i-1 f
Nun stehen Potenzen von f rechts im Nenner, d.h. es gibt Polynome ay,...,a, € k[x;,...,x,]
und Exponenten e, ..., e, > 0mit b;(x,...,x,,1/f) = ;— Setze e = max{ey, ..., e, }, dann folgt

fezzr;a,»fe‘effiel. n

1

Wir halten fest, dass die allgemeine Frage, die wir zu Anfang gestellt haben, mit dem Null-
stellensatz grundsatzlich beantwortet ist.

13]. L. Rabinowitsch, ,Zum Hilbertschen Nullstellensatz", Math. Ann. 102 (1929); Rabinowitsch lebte und publizierte
spater unter dem Namen GEORGE YURI RAINICH (1868-1968).
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Korollar 1.35. Fiir zwei Mengen Ty, T, von Polynomen gilt V(T;) = V(T,) genau dann, wenn

V(T = (T gilt. .

Vom praktischen Standpunkt kommt es nun also wieder darauf an, wie man das Radikal ei-
nes Ideals konkret berechnet und wie man tiberpriifen kann, ob zwei Ideale gleich sind. Darauf

kommen wir, zumindest zum Teil, im nachsten Kapitel zuriick.

In Macaulay2 kann man das Radikal eines Ideals I mit dem Befehl radical (I) ausrechnen lassen.
OD ein Ideal ein Radikalideal ist, iiberpriift entsprechend der Befehl radical (I)==I. Die Berech-

nung des Radikals kann allerdings schnell aufwindig werden und entsprechend lang dauern.

Bemerkung 1.36. Aus dem starken Nullstellensatz erhélt man den schwachen leicht als Korollar
zuriick, denn es gilt

1e(T) <— le\/m — (T)=k[x1,...,x,].

Korollar 1.37. Es seien f, g € k[xy,...,x,] zwei irreduzible Polynome. Dann gilt Z(V(f)) = (f)
und falls V(f) c V(g), dann folgt f ~ g und damit V(f) = V(g).

Beweis. Da f irreduzibel ist, ist (f) ein Primideal und somit gilt (f) = \/(f) = Z(V(f)). Falls
V(f) cV(g), so folgt g € Z(V(f)) = \/(f) gelten. Also gibt es h € k[xy,...,x,] und m > 1 mit
g™ = hf.Da f und g irreduzibel sind, impliziert das f|g und g|f und damit die Behauptung. m

Korollar 1.38. Es sei f = k[xy,...,x,] ein reduziertes Polynom, f = fi---f, seine Zerlegung in
irreduzible Faktoren. Dann gilt

V(f) =V(h)v--uV(f)
und V(f), ..., V(f,) sind die irreduziblen Komponenten von V(). u

Erinnerung an die Algebra: Ein Ideal M in einem Ring R heift maximal, wenn es kein Ideal I
von R mit M ¢ I ¢ R gibt. Genau dann ist ein Ideal M maximal, wenn der Restklassenring R/ M
ein Korper ist. (Auf die Rolle von Restklassenringen in der algebraischen Geometrie gehen wir
im néchsten Abschnitt ein.) Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.

Ist p € A" ein Punkt, dann schreiben wir m, = Z({p}) fiir das Verschwindungsideal von p.

Lemma 1.39. Fiir jeden Punkt p = (ay,...,a,) € k" ist mp ein maximales Ideal von k[x,, ..., x,]
und es gilt

mp = (X1 —ap, ..., X, — ay).

Beweis. Seil = (x;—ay, ..., x,—a,). Im Restklassenring k[xy, ..., x,]/I gilt x; — a; = 0 und damit
X; = a;. Daraus folgert man k[x;,...,x,]/I 2 k, so dass das Ideal I maximal ist. Aulerdem gilt
offenbar I ¢ mp und damit Gleichheit, da I maximal ist. [

Korollar 1.40. Zu jedem maximalen Ideal M von k[xi,...,x,] gibt es einen Punkt p € A" mit
M =m,. Ist k = K, so ist p durch M eindeutig bestimmt.
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Beweis. Sei M ein maximales Ideal von k[xi, .. ., x,, |. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gilt
V(M) # @. Fur jedes p € V(M) gilt also M c Z({p}) = m,. Wegen Maximalitit von M folgt
M = m,. Firr k = K folgt die Eindeutigkeit aus der Beschreibung von mp in Lemma 1.39. [

Bemerkung. Ist k ¢ K, so ist der zu einem maximalen Ideal gehérende Punkt i.a. nicht mehr
eindeutig. Zum Beispiel gehéren zum maximalen Ideal (x2 + 1) c R[x] die beiden Punkte i und
—iin A{. Es ist aber immer noch wahr, dass die Verschwindungsideale m, alle maximal sind.

Korollar 1.41. Die Zuordnungen V — Z(V') und I —» V(I) sind zwischen den Mengen

{affine k-Varietiten in A"} < {Radikalideale in k[x,...,x,]}
{irreduzible affine k-Varietiten in A"} < {Primideale in k[x,...,x,]}

zueinander invers und definieren jeweils eine Bijektion. Falls k = K algebraisch abgeschlossen ist,

dann induzieren dieselben Zuordnungen auch eine Bijektion

{Punkte in A”} < {Maximale Ideale in k[xi, . .. ,xn]}. ]

Wir kommen auf den Zusammenhang zwischen Projektion und Eliminationsideal zuriick.
Mit Hilfe des Nullstellensatzes konnen wir dazu jetzt die folgende allgemeine Aussage treffen.

Satz1.42. Seil C k[X1,..., X V1> ... Vu] einldealund W = V(I) c A" x A" die durch I definierte
affine k-Varietdt. Sei

m AT x A" > AT, (p.q) = q
die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann gilt

(W)= V(Iﬂk[yl,...,yn]).

Das heruntergeschnittene Ideal I n k[y,, ..., y,] definiert also die kleinste affine k-Varietit,
die die projizierte Menge 7( W) enthilt.

Beweis. Es sei q € m(W). Dann gibt es also p € A™ mit (p,q) € W und jedes Polynom f € I
verschwindet in (p, g). Dann verschwindet insbesondere jedes f € I n k[y1,..., y,] in g, also
gilt g € V(Ink[yy,...,yn]). Ist umgekehrt r ¢ 7(W), dann gibt es also f € k[y, ..., y,] mit
f(n(p,q)) = 0 fur alle (p,q) € W, aber f(r) # 0. Nach dem Nullstellensatz gibt es I > 1 mit
flel. Alsogilt f!(r) #0und f' e Ink[yy,...,y,] unddamitr ¢ V(Ink[y,...,ya]). [

Ist : V - A" ein Morphismus, so heif3t

I, ={(p.q) e VxA"q=09(p)}

der Graph von ¢. Der Graph ist selbst eine affine k-Varietit in A™ x A", die explizit folgen-
dermaflen beschrieben ist. Gegeben ein Ideal I ¢ k[xy,...,x,,] mit V = V(I) und Polynome
oo fu€k[x, .. x| mite = (fi,..., fu): V - A", setze

Jo={y1=fioeos¥n—fu) +{I) C k(X105 X Y1 oo o5 Y

Dann gilt V(J,) = T,,, was man einfach an der Definition von J, ablesen kann.
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Korollar 1.43. Sei I c k[xy,...,x,,] ein Ideal und V = V(I). Seien fi,..., fn € k[x1,...,%m),
9= fisees fu): V>A"und J, c k[x1,...,%Xm> Y1, ..., Yn] wie oben. Dann gilt

o(V) =V(Jp nk[y1- -5 ya])-

Beweis. Es sei m: A™ x A" — A", (x,y) — y die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann gilt
¢(V) = n(T,) und die Aussage folgt aus dem Satz. |

UBUNGEN

Ubung1.24. Sei K/k eine Korpererweiterung, I c k[xy, ..., x,] ein Ideal und J dasvon I in K[xi, ..., x,]
erzeugte Ideal. Zeigen Sie, dass J N k[x, ..., x, | = I gilt. (Vorschlag: Koefhizientenvergleich)

Ubung 1.25. Zeigen Sie, dass das Radikal eines Ideals wieder ein Ideal ist.

Ubung 1.26. Es sei V c A® die Vereinigung der drei Koordinatenebenen und W c A® die Vereinigung
der drei Koordinatenachsen. Zeigen Sie

Z(V) = (xyz) und (W) = (xy, yz, xz).
(Hinweis: Fur f € Z(W), betrachten Sie f(x, y,z) - f(0, y,2) — f(x,0,z) - f(x,,0).)

Ubung 1.27. Seien f, g € k[x1,...,x,]. Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist f reduziert, wenn (f) ein Radikalideal ist.
(b) Genau dann gilt V(f) c V(g), wenn g eine Potenz von f teilt.

Ubung1.28. SeiR ein Ring und seien I und ] Ideale in R. Zeigen Sie: (a) \/ VI=VLb)VInT =VINT;
© VI =VIAT @ VI=(1) < I=(1).
Gilt auch /IJ = VI/J?

Ubung 1.29. Bestimmen Sie alle maximalen Ideale des Polynomrings R[x] in einer Variablen.

Ubung 1.30. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeigen Sie, dass jedes Radikalideal von
K[x1,...,xy] ein Durchschnitt von maximalen Idealen ist.

Ubung 1.31. Sei M ein maximales Ideal in k[xi, ..., x,]. Zeigen Sie, dass M von héchstens n Elementen
erzeugt wird, also dass es Polynome fi, ..., f, € k[x1,...,x,] mit M = (fi,..., f) gibt.

Hinweise. Fithren Sie Induktion nach n. Betrachten Sie M’ = k[x;,...,x,1], L = k[x1,...,%,]/M und
L' =k[xy,...,x,-1]/M'. Verwenden Sie das Minimalpolynom des Erzeugers der Kérpererweiterung L/L'.

Ubung 1.32. Den Nullstellensatz kann man stirker formalisiert folgendermafien betrachten.
Es seien & und ) zwei partiell geordnete Mengen und seien Z: X — ) und V:) — & zwei Abbil-
dungen mit den folgenden beiden Eigenschaften:
(i) Z und V sind ordnungsumkehrend, d.h.

x<x = I(x)>2Z(x) und <y, = V() 2V(n).

(ii) Die Kompositionen Z oV und V o Z sind monoton, d.h. es gelten V(Z(x)) > x fiir alle x € X und
Z(V(y)) > yfiralle y e Y.
(a) Zeigen Sie, dass Z und V Bijektionen zwischen den Mengen Z(X') ¢ ) und V())) c X definieren.
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(b) Seik ein Korper. EinIdeal I ¢ k[x;, . .., x, ] heile formal radikal, wenn es eine Teilmenge M c k" mit
I = Z(M) gibt. Benutzen Sie (a) um zu zeigen, dass die Abbildungen Z und V eine Bijektion zwischen
den Nullstellenmengen in k" und den formal radikalen Idealen von k[x, ..., x, ] etablieren.

Bemerkung. Die Verstirkung im Hilbertschen Nullstellensatz steckt in der Aussage, dass das formale Ra-

dikal genau das tibliche Radikal ist, wenn k algebraisch abgeschlossen ist. Uber Kérpern, die nicht alge-

braisch abgeschlossen sind, ist es schwieriger die formal radikalen Ideale zu charakterisieren. Moglich ist
das zum Beispiel firr k = R, was auf die reellen Radikalideale und den reellen Nullstellensatz fiithrt.

1.7. KOORDINATENRINGE UND DIE ALGEBRO-GEOMETRISCHE KORRESPONDENZ

Es sei V c A" eine affine k-Varietit mit Verschwindungsideal Z(V') c k[x;, ..., x,]. Aus der
Algebra ist bekannt, dass man in dieser Situation den Restklassenring

K[V] = k[xn. ... %] JZ(V)

von k[xi,...,x,] modulo dem Ideal Z(V') bilden kann. Dieser wird als Koordinatenring der
affinen k-Varietit V bezeichnet.

Die Elemente von k[ V'] sind per Definition Restklassen von Polynomen. Wir schreiben meis-
tens einfach g fiir die Restklasse g + Z(V') eines Polynoms g € k[x;, ..., x,] in k[ V]. Konkret
bedeutet das in dieser Situation folgendes: Ein Polynom f € k[x,...,x,] bestimmt eine Poly-
nomfunktion

fA" > K pe f(p).
Die Einschrankung dieser Funktion auf die affine k-Varietit V ist also eine Funktion f|y:V — K.
Zwei Polynome f und g bestimmen genau dann dieselbe Funktion V' — K, wenn f — g auf V
verschwindet, also wenn f — g € Z(V). Per Definition ist dies dquivalent dazu, dass f und g in
derselben Restklasse modulo des Ideals Z( V') liegen, also f = g. Wir sehen also:

Der Koordinatenring k[ V] ist der Ring aller Funktionen V — K, die durch Polynome mit
Koefhizienten in k definiert sind.

Neben den Ringen Z/nZ, die die Arithmetik in Z modulo einer Zahl n beschreiben, und der
Konstruktion von Korpererweiterungen durch Adjunktion von Nullstellen, geh6ren die Koordi-
natenringe zu den wichtigsten Beispielen fiir den Begrift des Restklassenrings aus der Algebra.

Beispiel 1.44. Betrachte die Neilsche Parabel C = V(y? — x*) in der affinen Ebene. Da y? — x3
irreduzibel ist, ist (y? — x*) ein Radikalideal und damit gilt Z(C) = (y? — x3), also

k[C] = k[x, y)/(y* = x°).

Im Koordinatenring k[C] gilt deswegen die Gleichheit y2 = x3 und damit auch 3*" = x*" fiir
allem > 0.1Ist f € k[x, y], f = ¥, aijx'y/ ein beliebiges Polynom, so gilt

=2 ainxy? + ) aipjuxiy?!
i,j i,j

—i+3j —i+3j—
=D aigx 4 Y Xy
i,j i,j
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und jedes Element von k[ C] hat eine eindeutige solche Darstellung.

Eine k-Algebra ist ein Ring A, der k als Teilring enthilt, oder der Nullring mit der trivialen
Abbildung k — {0}. Der Polynomring iiber k (in beliebig vielen Variablen) ist eine k-Algebra.
Ist A eine k-Algebra und ist G = ¥ a;x"--x € k[xy,...,x,] ein Polynom in # Variablen, dann
kann man beliebige Elemente f;,..., f, € Ain G einsetzen und erhilt ein Element

(*) G(fires fu) =D aifitfir € A.

Ist A eine k-Algebra und T eine Teilmenge von A, dann ist der Durchschnitt aller k-Teilalgebren
von A, die T enthalten, wieder eine k-Algebra, die von T erzeugte k-Algebra. Eine k-Algebra
heifit endlich erzeugt, wenn sie von einer endlichen Teilmenge erzeugt wird.

Lemma 1.45. Die von T erzeugte k-Teilalgebra von A besteht genau aus allen Elementen der Form
(%) mit fi,..., f, € T (wobei n und G beliebig sind).

Beweis. Sei B irgendeine k-Teilalgebra von A, die T enthilt. Da B unter Addition und Multipli-
kation abgeschlossen ist, muss B dann alle Elemente der Form (*) mit fi, ..., f, € T enthalten.
Andererseits ist die Menge aller solcher Ausdriicke abgeschlossen unter Addition und Multipli-
kation und damit selbst eine k-Teilalgebra. Das beweist die Behauptung. |

Ein Homomorphismus von k-Algebren zwischen zwei k-Algebren A und B ist ein Ringho-
momorphismus ¢: B - A, der auflerdem k-linear ist, also mit

p(af)=ap(f)furalle feB,a k.

Die Umkehrabbildung eines bijektiven Homomorphismus von k-Algebren ist wieder ein Homo-
momorphismus. Wie iiblich heifst ein bijektiver Homomorphismus deshalb ein Isomorphismus.
Zwei k-Algebren A und B heiflen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Isomorphismus gibt,
in Zeichen A = B (oder zur Verdeutlichung A = B).

Korollar 1.46. Sei A eine k-Algebra.
(1) Genau dann ist A endlich erzeugt, wenn es eine Zahl n € N und einen surjektiven Homo-
morphismus
o k[xy,...,x,] > A
von k-Algebren gibt.
(2) Genau dann ist A endlich erzeugt, wenn es eine Zahl n € N und ein Ideal I c k[x, ..., x,]
gibt mit
Az k[xy,...,x,]/L

Beweis. (1) Wird A von der endlichen Teilmenge { fi, ..., f,} erzeugt, dann ist
{ k[xi,....,x,] — A
v G o G(forrr i)
ein Homomorphismus von k-Algebren. Nach dem vorangehenden Lemma ist ¢ surjektiv.

(2) Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe ist das einfach eine Umformulierung von (1). =

Eine Beschreibung einer endlich erzeugten k-Algebra als Restklassenring eines Polynom-

rings wie in Kor. 1.46(2) nennt man auch eine Beschreibung durch Erzeuger und Relationen.
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Die Erzeuger sind die Restklassen der Variablen x;, . . ., x,,. Die Relationen sind die Elemente des
Ideals I, die ausdriicken, welche Identititen die Erzeuger erfiillen.

Der schwache Nullstellensatz ldsst sich in dieser Sprache rein algebraisch formulieren.

Satz 1.47 (Nullstellensatz, algebraische Form). Es sei F/k eine Kirpererweiterung. Wenn F als
k-Algebra endlich erzeugt ist, dann ist F [k endlich algebraisch (d.h. es gilt dimy(F) < o0).

Beweis. Dass F als k-Algebra endlich erzeugt ist, bedeutet nach Kor. 1.46, dass es eine natiirliche
Zahl n und einen surjektiven Homomorphismus

o k[xy,...,x,] > F

von k-Algebren gibt; setze I = ker(«). Sei k der algebraische Abschluss von k. Nach dem schwa-
chen Nullstellensatz gilt V(I) # 0, es gibt also einen Punkt p € V(I) ¢ Az Sei f:k[x1,..., x,] >
k, p ~ f(p) die Auswertung im Punkt p. Wegen p ¢ V(I) gilt dann I c ker(8). Nach dem
Homomorphiesatz gibt es einen Homomorphismus y: F - k mit 8 = y o &, d.h. wir erhalten ein

kommutierendes Diagramm

k[x1,...,%,]
K

Y

(94

F k

Also ist F ein Teilkdrper von k und damit algebraisch iiber k. Damit ist F auch endlich, denn es

wird von den Elementen Xi, . . ., X, erzeugt. ]

Man kann diese Aussage auch ausschliefslich mit Ringtheorie beweisen und den schwachen
Nullstellensatz relativ leicht daraus zuriickgewinnen (sieche Ubung 1.42).

Sei R ein Ring. Ein Element f € R heifdt nilpotent, wenn es eine Zahl m > 1 gibt mit f™ = 0.
Ein Ring R heif3t reduziert, wenn er keine nilpotenten Elemente ungleich 0 enthilt. In einem
reduzierten Ring gilt also

f"=0 = f=0.
Der Begriff hingt eng mit dem des Radikalideals zusammen. Ist I c k[x;,. .., x,] ein Ideal im
Polynomring, dann ist die k-Algebra

k[x1,...,x,]/1

genau dann reduziert, wenn [ ein Radikalideal ist.

Nach diesen Allgemeinheiten {iber k-Algebren kehren wir nun zu den Koordinatenringen
von affinen k-Varietiten zuriick.
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Korollar 1.48 (zum Nullstellensatz). Der Koordinatenring einer affinen k-Varietdt ist eine
endlich erzeugte, reduzierte k-Algebra. Umgekehrt ist jede endlich erzeugte, reduzierte k-
Algebra zum Koordinatenring einer affinen k-Varietdt isomorph.

Beweis. Ist V c A™ eine affine k-Varietit mit Verschwindungsideal Z( V'), so ist nach Definition
k[V]=k[xi,...,%,]/Z(V) und damit eine endlich erzeugte, reduzierte k-Algebra, da Z(V') ein
Radikalideal ist. Ist umgekehrt A eine endlich erzeugte reduzierte k-Algebra, dann gibt es n € N
und ein Radikalideal I ¢ k[x,...,x,] mit A = k[xy,...,x,,]/L. Ist V die affine k-Varietit V(I),
sogilt Z(V) = V1 = I nach dem starken Nullstellensatz (Satz 1.34), also k[V] =z A. [

Erinnerung an die Algebra. Sei R ein Ring, I ein Ideal in R und a: R — R/I der Restklassenho-
momorphismus f + f.Ist J ein Ideal von R mit I c J, dann ist a(J]) ein Ideal von R/I; umgekehrt
existiert zu jedem Ideal J’ von R/I ein Ideal J von R mit I ¢ Jund a(J) = J/, namlich ] = a7'(J').
(Insbesondere gilt «7!({0)) = I per Definition.) Es gibt also eine Bijektion

{Ideale Jvon Rmitl c ]} «—> {Ideale von R/I}.

Diese Bijektion respektiert Durchschnitte, Summen, Produkte und Radikale von Idealen.

Sind nun V, W c A" zwei affine k-Varietiten, so gilt W c V genau dann, wenn Z(V) c
Z(W). In diesem Fall ist also m ein Ideal von k[ V']. Die Korrespondenz zwischen affinen
k-Varietdten in A" und Radikalidealen in k[x;, ..., x, | ldsst sich deshalb genauso fiir abgeschlos-
sene Untervarietiten einer Varietit V und Radikalideale von k[ V| formulieren.

Korollar 1.49 (zum starken Nullstellensatz). Es sei V c A" eine affine k-Varietit mit Koordina-
tenring k[ V'] und sei a: k[x;, . .., x,] = k[ V'] der Restklassenhomomorphismus. Die Zuordnungen
W a(Z(W)) und I — V(a V(1)) sind zwischen den Mengen

{abgeschlossene Untervarietdten von V} < {Radikalideale in k[V]}
{irreduzible abgeschlossene Untervarietiten von V} < {Primideale in k[V]}

zueinander invers und definieren jeweils eine Bijektion. Falls k = K algebraisch abgeschlossen ist,
dann induzieren dieselben Zuordnungen auch eine Bijektion

{Punkte in V} <> {Maximale Ideale in k[ V]}.

Beweis. Das folgt aus Kor. 1.41 und der beschriebenen Korrespondenz zwischen Idealen von
k[xi,...,x,], die Z(V) enthalten, und Idealen von k[ V]. n

Die Korrespondenz zwischen affinen k-Varietiten und endlich erzeugten, reduzierten k-
Algebren erstreckt sich auch auf Morphismen. Es seien V' c A™ und W c A" affine k-Varietiten
und ¢ = (fi,..., f»):V = W ein Morphismus, gegeben durch fi, ..., f, € k[x}, ..., x,]. Da wir
uns nur fiir die Werte von f;, ..., f, auf V interessieren, konnen wir auch ebenso gut fi,.. ., f, €
k[ V] nehmen. Fiir jedes g € k[ W] ist dann

gop=g(fi--s fa)
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ein Element von k[ V']. Dies definiert einen Homomorphismus von k-Algebren
” { Kw] ~ KV]
g§ = g°¢
zwischen den Koordinatenringen in umgekehrter Richtung. Die Funktion ¢*(g) € k[ V'] entsteht
also durch Zuriickziehen' von V nach W mittels ¢.

¢
v w
\ g
9" (g)
K

Beispiel 1.50. Kommen wir zurtick auf die Neilsche Parabel. Betrachte die Abbildung
Al - A?
R

mit Bild C = ¢(A!) = V(x*-y?). Dazu gehort der Homomorphismus von k-Algebren ¢*: k[C] —
k[t]. Da ¢* k-linear und multiplikativ ist, ist ¢* eindeutig bestimmt durch die Bilder der beiden
Erzeuger x und y. Dabei gilt

o' () (1) = (xo9)(t) =x(, ) =*  und  ¢*(y)(t) = (Yo o)(t) =y(£’, ) = L.

Proposition 1.51. Es seien ¢: V — W und y: W — X Morphismen von affinen k-Varietiten.
(1) Die Abbildungen ¢, y* sind Homomorphismen von k-Algebren und es gilt

(o) =9 oy’
(2) Fiir p: V - V gilt p* = idyv) genau dann, wenn p = idy.
(3) Zu jedem Homomorphismus a: k[ W] — k[ V] existiert ein Morphismus ¢:V — W von
k-Varietditen mit a = ¢*.

Beweis. (1), (2): Ubung. (3) Es sei a:k[W] — k[V] ein Homomorphismus. Es gelte W c A",
dannist k[ W] = k[y1,..., y.]/Z(W). Schreibe y; fiir die Restklasse von y; in k[ W] und setze
fi=a(yi) firi=1,...,n.
Dannist ¢ = (fi,..., f4):V - A" ein Morphismus und es gilt (V) ¢ W. Denn ist p € V und
geZ(W),sogilt
g(9(p)) = g(a(M)(p),- > a(7)(p)) = a(g(ns .. 7)) (p) = a(g)(p) = 0.

Dabei gilt die erste Gleichheit nach Definition, die zweite weil « ein Homomorphismus ist und
die letzte wegen g € Z(W) und damit g = 0. Also folgt ¢(p) € V(Z(W)) = W. Nach Konstruk-
tion von ¢ gilt auflerdem

o' (g)=gogp=gla(n),....a(7m)) = a(g)
fur alle g € k[ W], also ¢* = a. .
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Ein Morphismus ¢: V' — W von k-Varietdten heifit ein Isomorphismus, wenn es einen Mor-
phismus y: W — V gibt mit y o ¢ = idy und ¢ o y = idy. In diesem Fall schreibt man ¢ fiir y.
Wenn ein Isomorphismus zwischen V und W existiert, dann heiflen V und W isomorph.

Korollar 1.52. Genau dann ist 9:V — W ein Isomorphismus, wenn ¢*: k[W] — k[ V] ein Iso-
morphismus von k-Algebren ist. Genau dann sind V und W isomorphe affine k-Varietiten, wenn
ihre Koordinatenringe k[ V| und k[ W] isomorphe k-Algebren sind.

Beweis. Dies folgt aus Prop. 1.51(1)&(2), denn damit gilt ¢* oy* = ids[y] genau dann, wenn yo¢ =
idy; Entsprechendes gilt fiir y* o ¢*. |

Beispiel 1.53. Schliefllich diskutieren wir die Neilsche Parabel zu Ende. Sei ¢: A! - A? die Para-

metrisierung wie oben. Der Homomorphismus

kK[C] =k[x y]/(y? = %) = k[t]
o’ X b 2
y - p
ist injektiv aber nicht surjektiv und damit kein Isomorphismus. Die Injektivitit kann man leicht
nachrechnen, indem man den Kern der Abbildung k[x, y] — k[t],x — t?,y — t3 bestimmt.
Dass ¢* nicht surjektiv ist, liegt daran, dass das Polynom t offensichtlich nicht im Bild liegt.
Tatsdchlich gilt im(¢*) = k[#2,3,...] c k[¢].

Damit ist ¢ auch kein Isomorphismus. Es gibt also keinen Morphismus C — Al, der zu ¢
invers ware. Geometrisch entspricht das der Tatsache, dass man die Singularitit im Nullpunkt,
die ’Spitze’ der Neilschen Parabel, nicht einfach wieder ausbiigeln kann. Das werden wir spéter
systematischer betrachten.

Die Hauptaussage des ganzen Abschnitts kann man folgendermafien zusammenfassen.

Zwischen affinen k-Varietiten und endlich erzeugten reduzierten k-Algebren gibt es eine
ein-eindeutige Korrespondenz. Alle Information tiber Untervarietiten und Morphismen
von k-Varietiten steckt auch in den Koordinatenringen. Diese vollkommene Entsprechung
zwischen Geometrie und Algebra wird die algebro-geometrische Korrespondenz genannt.

Natiirlich kann man auch in Macaulay2 mit Ringhomomorphismen rechnen. Wir betrach-
ten dazu nochmal Beispiel 1.50.

il : R = QQ[t];

i2 : S = QQ[x,yl;

i3 : phi = map(R,S,{x=>t"2,y=>t"3})
2 3

03 = map(R,S,{t , t })

03 : RingMap R <--- S
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Die Abbildung ¢:S — R entspricht der Parametrisierung der Neilschen Parabel. Man beachte,
dass beim Befehl map das Ziel zuerst angegeben wird.
i4 : kernel(phi)

3 2
04 = ideal(x -y )
04 : Ideal of S
Der Kern von ¢ ist genau das Verschwindungsideal der Neilschen Parabel. Wir konnen ¢ auch direkt
auf dem Koordinatenring definieren:
i5 : T = S/ideal(y"2-x"3);
i6 : phi = map(R,T,{x=>t"2,y=>t"3})
2 3

06 = map(R,T,{t , t })
06 : RingMap R <--- T
i7 : kernel(phi)
o7 ideal O
o7 : Ideal of T

Dabei ist zu beachten, dass Macaulay2 zunichst nicht tiberpriift, ob die Abbildung iiberhaupt wohl-
definiert ist. Darum muss man erst bitten:

i8 : isWellDefined(phi)
08 = true

Eine Abbildung, bei der die Bilder von x und y nicht mit der Relation y* = x* in T vertraglich sind,
ist dagegen natiirlich nicht wohldefiniert.
i9 : psi = mapR,T, {x=>t,y=>t"3})
3

09 = map(R,T,{t, t })
09 : RingMap R <--- T
i10 : isWellDefined(psi)
010 = false
Der Umgang mit Ringhomomorphismen in Macaulay2 ist etwas gewohnungsbediirftig. So weit ich
sehen kann, gibt es zum Beispiel keinen einfachen Befehl, um festzustellen, ob so ein Homomorphis-
mus ein Isomorphismus ist.

Macaulay2 kann auch die zu den Koordinatenringen gehorenden Varietiten erfassen.
ill : C = Spec(T)
oll = C
oll : AffineVariety
Der Befehl Spec steht dabei fiir Spectrum und bezieht sich auf die Menge aller Primideale des Koor-
dinatenrings T. Dahinter steht im Wesentlichen Kor. 1.49, Macaulay?2 erfasst also die affine Varietit
tiber die Ideale des Koordinatenrings. Man kann Macaulay?2 jetzt nach geometrischen Eigenschaften
der Varietit fragen, zum Beispiel nach der Dimension (die wir noch nicht definiert haben).
i12 : dim C
ol2 =1
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UBUNGEN

Ubung 1.33. Beweisen Sie die folgenden Aussagen aus der Algebra: Sei R ein Ring und I ein Ideal in R.
(a) Genau dann ist R/I ein reduzierter Ring, wenn I ein Radikalideal ist.

(b) Genau dann ist R/I nullteilerfrei (also ein Integrititsring), wenn I ein Primideal ist.

(c) Genau dann ist R/I ein Korper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Ubung 1.34. Beweisen Sie, dass jedes Primideal # (0) in k[x] ein maximales Ideal ist.

Ubung 1.35. Esseien fi,..., f; € k[x1,..., x4, [ = (fi,..., fy) und V = V(I). Zeigen Sie:

(a) FallsV(I) nuraus endlich vielen Punkten besteht, so ist k[ V'] ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum.
(Hinweis: Die Elemente von k[ V] sind Funktionen V — K.)

(b)* Falls V(I) nur aus endlich vielen Punkten besteht, so ist der Restklassenring k[x,...,x,]/I ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum. (Hinweis: Verwenden Sie den starken Nullstellensatz.)

Ubung 1.36. Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus, I ein Ideal in R und ] ein Ideal in S. Zeigen Sie:
(a) ¢7!(J) ist ein Ideal in R.

(b) Falls ¢ surjektiv ist, so ist ¢(I) ein Ideal von R.

(c) Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass ¢(I) im allgemeinen kein Ideal von R zu sein braucht.

Ubung 1.37. Essei f = x* + y° + 2% + 3xyz € k[x,y,2]. Sei I = (f,%, %?)—Z) und R = k[x,y,z]/L
Verwenden Sie Macaulay2, um die folgenden Fragen zu beantworten.

(a) Ist xyz fur k = Q ein Nullteiler in R? Fiir k = F5?

(b) Finden sie die kleinste Zahl m > 1 mit (x + y + z)m =0in R fir k = Qund k = IF5.

Ubung 1.38. (a) Es C; die Parabel V(y - x?). Zeigen Sie, dass k[ C;] zum Polynomring in einer Variablen
isomorph ist und damit C; zur affinen Geraden.

(b) Sei C, die Hyperbel V(1 — xy). Zeigen Sie, dass k[C;] nicht zum Polynomring in einer Variablen
isomorph ist.

(c) Sei k = K algebraisch abgeschlossen und sei f € k[x, y] ein irreduzibles quadratisches Polynom.
Zeigen Sie, dass C = V(f) zu C; oder C, isomorph ist.

Ubung 1.39. Essei C c A® das Bild der Abbildung
e Al = A%t (8,15, 1),
die verdrehte Kubik aus Beispiel 1.21(2). Zeigen Sie, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Ubung 1.40. Esseilc k[x,...,x,] ein Ideal und V = V(I). Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist ein Element f € k[ V'] eine Einheit, wenn f(p) # 0 fiir alle p € V gilt.
(b) Ist f € Z(V), soist1+ f eine Einheit in k[xy, ..., x,]/I.

Ubung 1.41. Essei ¢: V — W ein Morphismus von affinen k-Varietiten. Zeigen Sie
(a) Genau dann ist (V) Zariski-dicht in W, wenn ¢*: k[ W] — k[ V] injektiv ist.
(b) Allgemeiner gilt (V) = V(ker(¢")). (Hinweis: Benutzen Sie Kor. 1.43.)

I"Jbung 1.42. Folgern Sie den schwachen Nullstellensatz (1.28) aus der algebraischen Form (1.47).
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2. GROBNERBASEN

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Frage, wie man mit Polynomen in mehreren
Verdanderlichen und den von ihnen erzeugten Idealen, die im ersten Kapitel eine grofle Rolle
gespielt haben, am besten konkret rechnen kann.

Sei k ein Korper. Gegeben zwei Polynome f, ¢ € k[x] in einer Variablen, dann kénnen wir f
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus durch g teilen, d.h. es gibt &, r € k[x] mit

f=hg+r,
wobei der Rest r von kleinerem Grad als g ist. Diese Tatsache verallgemeinert nicht nur die Di-
vision mit Rest in den ganzen Zahlen, sie ist fiir das Rechnen im Polynomring in einer Variablen
fundamental. Zum Beispiel konnen wir vollig problemlos entscheiden, ob f € (g) gilt, denn das
ist genau dann der Fall, wenn der Rest von f bei Division durch g gleich 0 ist.

Der Polynomring k[x;, ..., x,]| in mehreren Variablen ist zwar immerhin noch faktoriell,
d.h. jedes Polynom kann eindeutig in irreduzible Faktoren zerlegt werden. Im Gegensatz zum
Fall n = 1ist er fiir n > 2 aber nicht mehr euklidisch, bekanntlich noch nicht einmal ein Haupt-
idealring. Um also zum Beispiel zu entscheiden, ob ein Polynom f im Ideal (g;,..., g,) liegt,
miissen wir im Stande sein, durch mehrere Polynome auf einmal 'mit Rest zu teilen. Wir brau-

chen als erstes etwas Vorbereitung, um sagen zu konnen, was das tiberhaupt heiflen soll.

2.1. MONOMIALE IDEALE

Sei k ein Korper. Jedes Polynom f € k[xj, ..., x,] ist eine Linearkombination

f=> cax®

n
et}

von Monomen x* = x;"--x,,", wobei die Koeflizienten ¢, € k nur fiir endlich viele & € Z" ungleich
0 sind. Ein Produkt c,x* aus einem Monom und einem Koeflizienten heif3t ein Term. Wir sagen,
das Monom x% kommt in f vor, wenn c, # 0 gilt. AufSerdem schreiben wir

la| = g+ + .
Die Monome mit der Multiplikation x* - x# = x**f bilden ein Monoid mit Eins x° = 1, das
offensichtlich einfach zum additiven Monoid Z" isomorph ist.

Definition 2.1. Ein monomiales Ideal in k[xy, ..., x,] ist ein von Monomen erzeugtes Ideal.

Ein monomiales Ideal ist also von der Form (x%: « € T) fiir eine Teilmenge T c Z7.

39
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Definition 2.2. Die natiirliche Ordnung auf Z" ist die partielle Ordnung

a<f <= a;<Pifurallei=1,...,n.

Lemma 2.3. Die Elemente des monomialen Ideals (x*: « € T) sind genau die Linearkombinationen
der Monome xP mit B > « fiireina € T.

Beweis. Seil = (x*:a € T). Istw € T und f > «, dann ist xP = xP~*xF € I. Ist umgekehrt f € I,
dann gibtes «;, ..., &, € T und Polynome gy, ..., g, mit f = ¥"7_, g;x%. Jedes in f vorkommende

Monom ist also von der Form x%*7, wobei y ein in q; vorkommendes Monom ist. |

Ein monomiales Ideal besitzt also eine lineare Basis aus Monomen. Dagegen braucht ein
allgemeines Ideal nicht ein einziges Monom zu enthalten, zum Beispiel das Ideal (x + 1) c k[x].

Frage 2.4. Wie sieht man der Varietit V(I) an, ob \/T ein Monom enthilt?

Satz 2.5 (Lemma von Gordan'/Dicksons® Lemma). Es sei T eine Teilmenge von Z!. Dann gibt es
eine endliche Teilmenge S von T derart, dass fiir jedes t € T ein s € S mit s < t existiert.

Beweis. Nach dem Hilbertschen Basissatz wird das monomiale Ideal (x%: « € T') bereits von einer
endlichen Teilmenge von {x*: « € T} erzeugt. Diese ist notwendig von der Form {x*: « € S} fiir
eine endliche Teilmenge S c T, und S hat offenbar die behauptete Eigenschaft. Das Lemma von
Gordan ist also ein Spezialfall des Hilbertschen Basissatzes.

Wir geben auch noch einen direkten Beweis, der ohne den Basissatz auskommt. Es bezeichne
Tmin die Menge der minimalen Elemente von T. Da es in Z" unter der natiirlichen Ordnung keine
unendlich absteigenden Ketten gibt, ist T}, offenbar genau die kleinste Teilmenge von T mit der
gewiinschten Eigenschaft. Die Aussage ist also gerade, dass T, endlich ist.

Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 1ist die Aussage klar, denn jede nichtleere Teilmenge
von Z, enthilt ein eindeutiges Element, also |Tp,,| = 1. Sei n > 2 und die Aussage gelte fiir

kleinere n. Fur k > 0 setze

Ui = {t, € Z:l__li (t,,k) € T} und U-= U Uk

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Mengen Uy, und (Ug)min alle endlich. Insbesondere
gibt es ein m > 0 mit Uy, € Ug U -+ U Uy,. Setze

5= Qﬂ((uk)mm < {k}).

Dann ist S eine endliche Teilmenge von T und wir behaupten, dass sie die gewiinschte Eigen-
schafthat. Seidazu t € T,etwa t = (t/,k), mit ¢/ € Z" und k > 0. Ist k < m, so gibtes u € (U ) min
mit u <t und es folgt (u, k) € S und (u, k) < (¢, k) = t. Ist k > m, so gibt es nach Wahl von m
ein [ < mund ein u € (U;)pi, mit u < ¢'. Es folgt (u,1) € Sund (u,1) < (', k) = t. u

Korollar 2.6. Jedes monomiale Ideal wird von endlich vielen Monomen erzeugt. [ ]

Natiirlich wussten wir das schon aus dem Basissatz, haben aber jetzt einen unhéngigen Beweis.

'PAUL GORDAN (1837-1912), deutscher Mathematiker
2L. E. D1cksON (1874-1954), US-amerikanischer Mathematiker
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UBUNGEN
I"Jbung 2.1. Zeigen Sie: Die Anzahl der Monome vom Grad d in n Variablen x;, . . ., x,, ist (” +571).
Ubung 2.2. Esseien I ein monomiales Ideal und f ein Polynom in k[xj, ..., x,]. Zeigen Sie, dass folgende

Aussagen dquivalent sind:

(a) Esgilt f el

(b) Jeder Term von f liegt in I.

(c) Das Polynom f ist eine Linearkombination von Monomen aus I.

2.2. MONOMORDNUNGEN UND DI1VISION MIT REST

Definition 2.7. Eine (globale) Monomordnung ist eine totale Ordnung < auf Z” mit den fol-
genden beiden Eigenschaften:

(1) Sind a, B € Z" mit « < B,sofolgt a +y < B+ y fiir alle y € Z".

(2) a >0 firalle a € Z.

Unter einer Monomordnung sind natiirlich wie der Name schon sagt auch die Monome ge-

ordnet, und die Eigenschaften (1) und (2) tibersetzen sich zu
(1) x* < xP = xotr < xP.
(2) x*>1.

tir alle a, B,y € Z.

Neben den globalen Monomordnungen gibt es auch lokale Monomordnungen, in denen (1)
gilt, statt (2) jedoch x* <1 fiir alle a € Z"; ferner gemischte Monomordnungen, die weder global
noch lokal sind. Wir werden uns aber auf globale Monomordnungen beschridnken und lassen
den Zusatz ‘global” auch haufig weg.

Fir n = 1 gibt es nur eine einzige Monomordnung, niamlich 1 < x < x? < .. Firn > 2
gibt es dagegen viele Monomordnungen. Jede globale Monomordnung < auf Z” ist feiner als die
natiirliche partielle Ordnung, d.h. a <  impliziert &« < B. Denn « < S bedeutet gerade f—«a € Z"
und damit S — « > 0 nach (2), also 8 > « nach (1).

Die am hidufigsten benutzten globalen Monomordnungen sind die folgenden:

(1) Dielexikographische Ordnung lex: Es gilt « < 3, wenn «; < f8; gilt fiir den ersten Index
i, in dem sich & und 8 unterscheiden, das heif3t:

o >lex B — o1 =P =P i > P fureini e {1,...,n}.

Also fiir n =22z.B. (1,3) < (2,1), (1,3) < (1,5) usw.

(2) Fiir jede Permutation der Koordinaten die entsprechende permutierte lexikographische
Ordnung; insbesondere die invers-lexikographische Ordnung invlex, in der die letzte
verschiedene Komponente entscheidet.

(3) Die grad-lexikographische Ordnung glex; in dieser gilt:

|| < |B| oder

o< '
Xglex ﬁ |a| = |/_))’ und [0 SIex ﬁ



42 2. GROBNERBASEN

(4) Die grad-revers-lexikographische Ordnung grevlex, die folgendermaflen definiert ist:

la| < |B| oder

& <grevlex /—’) — |“| = |ﬁ| und K1 = ﬁi+1a ces Oy = ﬁna o; > ﬁi
fireinie{l,...,n}

Dabei entscheidet bei gleichem Grad also der letzte verschiedene Eintrag, aber in um-
gedrehter Richtung (deshalb revers’). Das sieht ein bifichen gekiinstelt aus. Es hat sich
aber erwiesen, dass diese Monomordnung in vielen Anwendungen besonders effizient
ist (warum auch immer; siehe [Eisenbud], §15.7). Deshalb wird sie auch in den meisten
Computer-Algebra-Systemen als Standard verwendet (z.B. Macaulay2 und Singular).
Natiirlich muss man sich tiberzeugen, dass die angegebenen Monomordnungen auch tat-
sichlich welche sind (siehe Ubung 2.3).

Lemma 2.8. Es sei < eine totale Ordnung auf 7", welche die Eigenschaft (1) aus Def. 2.7 erfiillt.
Dann sind dquivalent:

(i) < ist eine globale Monomordnung, also a > 0 fiir alle o € Z;

(ii) < ist eine Wohlordnung, d.h. jede nicht-leere Teilmenge von Z" hat ein kleinstes Element;
(iii) jede absteigende Folge oy > oy > a3 in Z" wird stationdr.

Beweis. (i)=(ii). Sei < eine Monomordnung und sei T c Z" eine nicht-leere Teilmenge. Nach
dem Lemma von Gordan 2.5 gibt es eine endliche Teilmenge S ¢ T mit

VteTdseS: s<t.

Ist sy das beziiglich < kleinste Element in S, so istalso sy < ¢ fiir alle t € T, denn wie oben bemerkt
ist < feiner als die natiirliche Ordnung.

(ii)=-(iii) ist klar. (iii)=-(i). Ware a < 0, dann wire 0 > a« > 2a > 3a > --- eine unendlich
absteigende Folge. |

Im folgenden fixieren wir eine Monomordnung < auf Z". Sei aufSerdem
f=> cax”
aell}

ein Polynom, f # 0, und sei §(f) = max{a:c, # 0} (das Maximum beziiglich der fixierten
Monomordnung), der Multigrad von f beziiglich <. (Zur klaren Unterscheidung heif3t die Zahl
deg(f) = max{|a:c, # 0} der Totalgrad von f). Also ist x°(/) das gréfite in f vorkommende
Monom. Wie tiblich setzen wir §(0) = —oco. Weiter schreiben wir

LM(f) =x°D),  LC(f) = sy LT(f) = cs(px®

und nennen LM( f) das Leitmonom, LC( f) den Leitkoeflizienten und LT( f) den Leitterm von
f. Das Polynom f heif3t normiert, wenn LC(f) =1 gilt.

Lemma 2.9. Fiir f,g € k[xy,...,x,] gelten:

(1) 8(fg) = 8(f) +9(2);
(2) 6(f +g) <max{d(f),d(g)}, mit Gleichheit falls §(f) + 6(g) ist.

Beweis. trivial. ]
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Satz 2.10 (Division mit Rest). Es sei eine Monomordnung < fixiert und seien g,...,g; €
k[x1,...,x,], alle ungleich 0. Fiir jedes f € k[xy,...,x,] gibt es Polynome qy,...,qs, 1 €
k[xi,...,x,| mit

f=2aigi+r
i=1
und mit den folgenden beiden Eigenschaften:
(1) Keines der im Polynom r vorkommenden Monome ist durch eines der Leitmonome
LM(g),...,LM(g,) teilbar;
(2) Esgilt 6(q.g;) <6(f) fiiri=1,...,s.

Beachte: Aus (2) folgt insbesondere auch §(r) < 8(f), aber (2) ist im allgemeinen starker.

Beweis. Der Beweis besteht aus einem Algorithmus, der die gesuchten Polynome produziert. Es
sei f € k[x1,...,x,], ohne Einschrinkung f # 0. Zunichst unterscheiden wir zwei Flle:

(i) Das Leitmonom LM( f) ist durch eines der Monome LM(g), ..., LM(g;) teilbar. Ist j der
kleinste Index mit LM(g;)|LM(f), etwa LT(f) = t-LT(g;) fiir einen Term ¢, so setze
f=f- tg;. Dann ist 8(f) < 8(f).

(ii) Das Leitmonom LM( f) ist durch keines der LM(g), ..., LM(g;) teilbar. Dann setzen wir
f = f-LT(f) und es gilt wieder 8(f) < 8(f).

Ist die Aussage fiir frichtig, dann haben wir also eine Darstellung
f=2q8+7
i=1

mit Polynomen g¢;, 7 derart, dass die Eigenschaften (1) und (2) erfiillt sind. Daraus erhalten wir
nun die Aussage fiir f: Falls wir im ersten Fall (i) sind, dann setzen wir q; = t + g, g; = q; flir
i + jund r = 7. Aussage (2) bleibt richtig wegen 8(f) < 8(f) und

6(q;8;) = (tg; + q;8;) < max{d(tg;),5(q;8;)} = 6(f)
(denn es ist 8(tg;) = 8(f) und 8(g;g;) < () < 8(f)).
Im zweiten Fall (ii) setzen wir r = LT(f)+7und q; = g; fiir i = 1,.. ., s. Dann bleibt (2) richtig
und (1) ebenso nach der Voraussetzung in Fall (ii).
Dieses Verfahren endet nach endlich vielen Schritten, da der Multigrad in jedem Schritt klei-

ner wird und es keine unendlich absteigenden Folgen beziiglich der Monomordnung gibt. =

Definition 2.11. Das Polynom r in Satz 2.10 nennt man einen Standardrest von f beziiglich
&> . .» g und der fixierten Monomordnung.

Im Fall n = 1und s = 1ist Satz 2.10 einfach die tibliche Division mit Rest fiir Polynome in einer
Variablen. Bekanntlich ist die Darstellung f = ¢, + r in diesem Fall eindeutig. Im allgemeinen
ist diese Eindeutigkeit aber nicht mehr gegeben, noch nicht einmal fiir n = 1: Sei g = x und
g» = x —lin k[x], dann hat f = x die beiden Darstellungen

f=1-x+0(x-1)+0=0-x+1(x-1)+1,
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die beide die Eigenschaften (1) und (2) erfiillen. Nicht nur die Darstellungen, auch die beiden
Standardreste sind verschieden.
Ein weiteres Beispiel mit n =2 und s = 2: Sei g = xy +1und g, = y* -1 und

f=xy=x=y(xy+1)+0-(y" - 1) = (x+y)
=0-(xy+1)+x(»*-1)+0.
Wieder erfiillen beide Darstellungen (1) und (2) beziiglich jeder Monomordnung.

Die Division mit Rest ist fiir Polynome in mehreren Variablen also méglich, hat aber im all-
gemeinen keine guten Eigenschaften.

Idealerweise hitten wir gern,

(a) dass der Standardrest von f beziiglich g, ..., g wenigstens bei fixierter Monomord-
nung wohldefiniert ist.

(b) dass dieser Standardrest genau dann 0 ist, wenn f im Ideal (g, ..., g) enthalten ist.

Wir werden zeigen, dass jedes Ideal ein Erzeugendensystem g, . . ., g besitzt derart, dass die
Division mit Rest in gewiinschter Weise funktioniert, namlich eine sogenannte Grébnerbasis.

In Macaulay2 kann man verschiedene Monomordnungen zusammen mit dem Ring spezifizieren.
Zum Beispiel definiert R = QQ[x,y, z,MonomialOrder=>GLex] den Polynomring Q[x, y, z] mit
der grad-lexikographischen Monomordnung. Die oben aufgefithrten Monomordnungen heiflen in
Macaulay2 entsprechend Lex, GLex und GRevLex (die Voreinstellung).

Der Befehl £ % L berechnet den Standardrest r eines Polynoms f beziiglich einer Matrix L von
Polynomen. Der Befehl £ // L produziert dagegen die Darstellung von f — r im Ideal (L). Schauen
wir uns das Beispiel von oben an.

il : R = QQ[x,y];
i2 : gl=x*y+1; g2=y"2-1; f = x*y"2-x;
i5 : L = matrix({{g1,92}});

i6 : £%L
o6 =0
06 : R
iz : £ // L

o7 = {2} | y3-y I
{2} | -xy2+x-y |
2 1

o7 : Matrix R <--- R

Der Standardrest £ % L ist 0, es gilt also f € (g1, g2). Der Output von £//L besteht aus den beiden
Polynomen hy, hy mit f = hy g + h,g», die aus dem Divisionsalgorithmus entstehen.
Wenn man mit einem Ideal I arbeitet, dann liefert gens I die Liste von Erzeugern, die man im

Divisionsalgorithmus verwenden kann.
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i8 : I = ideal(gl,g2);
08 : Ideal of R

i9 : £ % (gens I)
09 =0

UBUNGEN

Ubung 2.3. Verifizieren Sie, dass lex, glex und grevlex tatsichlich Monomordnungen sind.

Ubung 2.4. Ordnen Sie die Terme der folgenden Polynome beziiglich lex, glex und grevlex:
f=2x+3y+z+x>-22+x°, g=2x"y® -3 yz* + xy2’ — xy*.
Ubung 2.5. Betrachten Sie die totale Ordnung auf Z", die durch
a<p — i1 = Pistr o> 0p = Ppa; > Pifureinie {1,...,n}
gegeben ist. Entscheiden Sie, ob es sich um eine Monomordnung handelt.
Ubung 2.6. Gegeben seien die folgenden drei Polynome in k[x, y, z]:

f=x-x*y-x%2, g=x*-2z, @=xy-1
(a) Verwenden Sie den Divisionsalgorithmus beziiglich glex, um die folgenden Reste zu berechnen: (1) den
Rest r; von f bei Division durch (g1, g2); (2) den Rest r, von f bei Division durch (g2, 1).
(b) Seien r; und r, die Reste aus (a) und setze r = r; — r,. Berechnen Sie den Rest von r bei Division durch
(g1, £2)- Ist das Ergebnis in irgendeiner Weise bemerkenswert?

Ubung 2.7. Gegeben seien die Polynome
g =2xy2—x, Jeo) =3x2y—y—1
in Q[x, y]. Finden Sie ein Polynom f € (g, g2), dessen Rest bei Division durch (g1, g2) gleich f selbst ist.
Ubung 2.8*. Diese Aufgabe erklirt, wie man jede Monomordnung aus der lexikographischen erhilt.
(a) Essei< eine Monomordnung auf Z%. Zeigen Sie, dass sich < zu einer Anordnung der Gruppe (Q", +)
fortsetzen ldsst. (Das bedeutet: Es gibt eine totale Ordnung < auf Q", die auf Z! mit der gegebenen

Monomordnung iibereinstimmt und die a < f = a + y < S+ y fur alle a, B,y € Q" erfiillt.)
(b) Sei V c Q" ein Unterraum der Dimension 7 > 0 und Vi der von V in R” erzeugte Unterraum. Setze

Vo = {x € VR:Ve>03z4,z; € Be(x) N Vizy >0,2- < 0},

wobei Be(x) = {y € Vr:||x — | < €}. Zeigen Sie, dass V ein R-linearer Unterraum der Dimension

r—1ist. (Hinweis: Zeigen Sie fiir die Dimensionsaussage (1) VonV # V; (2) Fiir je zwei Punkte a, f € V/

mit a > 0 und f < 0 hat die Verbindungsgerade {Aa + (1-1)3: A € R} einen Schnittpunkt mit Vp.)
(c) Zeigen Sie, dass es eine Matrix A € GL, (R) gibt derart, dass

a=0 S A-a>e 0

gilt, wobei lex die lexikographische Ordnung auf R” bezeichnet. (Hinweis. Zur Veranschaulichung
betrachten Sie den Fall der lexikographischen Ordnung auf V' = Q". Was ist dann Vj in (b)?)
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2.3. GROBNERBASEN UND DER BUCHBERGER-ALGORITHMUS

Wir arbeiten in diesem Abschnitt immer mit einer fixierten Monomordnung <.

Definition 2.12. Sei I ein Ideal in k[x;, ..., x,,|. Das monomiale Ideal

L(I) = (LM(f): f e I~ {0}),

das von den Leitmonomen aus I erzeugt wird, heifSt das Leitideal von I.

Wenn wir Erzeuger von I wiahlen, etwa I = (g1,...,g;), dann gilt (LM(g),...,LM(g)) c
L(I). Im allgemeinen gilt aber keine Gleichheit: Betrachte zum Beispiel wieder g = xy +1, ¢, =
y?—1lundI = (g, g&»). Dannist LM(g) = xy und LM(g,) = y? (beziiglich jeder Monomordnung),
aber es gilt

y&i—xg = (xy +y) = (xy' —x) =x+y.
Also liegt, je nach Monomordnung, auch x oder y in L(I), aber nicht in (LM(g;),LM(g)). Es
zeigt sich, dass darin im Zusammenhang mit der Division mit Rest genau das entscheidende
Problem liegt.

Definition 2.13. Sei I ein Ideal in k[x;, ..., x,]. Eine endliche Teilmenge G von I mit 0 ¢ G heif3t
eine Grobnerbasis® von I, wenn gilt

L(I) = (LM(g): g € G),

wenn also das Leitideal von den Leitmonomen der Basiselemente erzeugt wird.

Satz 2.14. Jedes Ideal in k[xi,...,x,] hat eine Grobnerbasis. Jede Grébnerbasis eines Ideals I ist
ein Erzeugendensystem von 1.

Beweis. Sei I ein Ideal. Falls I = (0), dann ist die leere Menge eine Grobnerbasis von 1. Sei also
I # (0). Nach Definition gilt L(I) = (LM(g): g € I). Nach dem Lemma von Gordan wird das
monomiale Ideal L(I) schon von endlich vielen der Monome LM(g) erzeugt. Es gibt also eine
endliche Teilmenge G = {g;,..., g} von I~ {0} mit L(I) = (LM(&),...,LM(g)). Damit ist G
eine Grobnerbasis von I.

Sei nun G irgendeine Grobnerbasis von I. Das von G erzeugte Ideal J = (G) ist dann in [
enthalten. Umgekehrt sei f € I \ {0}. Division mit Rest beziiglich g, ..., g liefert einen Stan-
dardrest r, dessen Monome durch keines der LM(g1), ..., LM(g) teilbar sind. Aus f € I folgt
auflerdem r € I. Wire r # 0, so wire also LM(r) € L(I) und damit durch eines der Monome
LM(g1),-..,LM(g,) teilbar (Lemma 2.3), ein Widerspruch. Alsoist7 = 0 und damit feJ. m

Da Grobnerbasen nach Definition endlich sind, haben wir damit nebenbei auch den Hilbert-

schen Basissatz neu bewiesen.
Korollar 2.15. Jedes Ideal in k[xy, ..., x,] ist endlich erzeugt. |

Wir zeigen nun, dass die Division mit Rest fiir Grobnerbasen gute Eigenschaften hat.

3SWOLFGANG GROBNER (1899-1980), dsterreichischer Mathematiker
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Satz 2.16. Es sei I ein Ideal in k[x,,...,x,]. Der Standardrest eines Polynoms f beziiglich einer
Grobnerbasis von I ist eindeutig bestimmt und hdngt sogar nur von f, I und der gewdihlten Monom-
ordnung ab.

Beweis. EsseienG = {g,...,g}und G’ = {g/,..., g/} zwei Grobnerbasen von I. Seien r bzw. r’
Standardreste von f beziiglich G bzw. G’. Per Definition ist keines der in r vorkommenden Mo-
nome durch LM(g;), ..., LM(g;) teilbar. Da G eine Grobnerbasis ist, liegt also keines der Mo-
nome von r in L(I). Ebenso liegt keines der Monome von 7’ in L(I). Dann gilt dasselbe auch fiir
r —r'. Andererseits gilt r — r’ € I. Ware r — ' # 0, so also LM(r — ") € L(I), Widerspruch. |

Der Standardrest r eines Polynoms f beziiglich einer Grobnerbasis G wird auch als Reduk-
tion von f modulo I bezeichnet und man sagt, dass f modulo I zu r reduziert.

Korollar 2.17. Genau dann liegt ein Polynom f in einem Ideal I, wenn es modulo I zu 0 reduziert.

Beweis. Sei G eine Grobnerbasis. Wenn f modulo I zu 0 reduziert, dann gilt f € I. Gilt umgekehrt
f el soist Gu{f} eine Grobnerbasis von I die fiir f offenbar den Standardrest 0 liefert. |

Da die Division mit Rest konstruktiv ist, konnen wir damit die Frage, ob ein Polynom in
einem gegebenem Ideal liegt, durch einen Algorithmus beantworten, vorausgesetzt, wir kennen
eine Grobnerbasis des Ideals. Als grundlegendes Rechenproblem bleibt damit nur die Frage, wie
man eine Grobnerbasis findet.

Es ist zunéchst aus der Definition nicht klar, wie man praktisch tiberpriifen kann, dass ein
gegebenes Erzeugendensystem eines Ideals I eine Grobnerbasis ist. Denn wie findet man Erzeu-
ger des Leitideals L(I)? Das Buchberger-Kriterium* stellt einen praktikablen Test dar, der auch
den Schliissel zur Konstruktion von Grobnerbasen enthilt.

Wie zuvor fixieren wir eine Monomordnung <. Fiir «, 8 € Z" setzen wir

anf= (min{ocl,ﬁl}, ... ,min{ocn,ﬁn})
(gelesen: a meet ) und
av = (max{a,pi},...,max{a,, B,}).
(gelesen: a join ). Damit ist
ggT(x% xP) = x*F und kgV(x* xP)=x"F.
Frage 2.18. Uberpriifen Sie die Gleichheita v f = a + f— a A f.

Definition 2.19. Fiir je zwei Polynome f, g # 0 ist das S-Polynom von f und g definiert durch

S(f,g) - LT(g)f -LT(f)g _LT(g)f -LT(f)g
& ggT(LM(), LM(g)) x0U)n3(e)

Es ist klar, dass S( f, g) ein Polynom ist, weil der Nenner beide Summanden im Zahler teilt.

Nach Konstruktion kiirzen sich auflerdem im Zihler die Leitterme. Damit gilt

3(S(f.8)) <8(f) +8(g) -~ (8(f) A 8(g)) = 8(f) v &(g).

4BRUNO BUCHBERGER (geb. 1942) dsterreichischer Mathematiker; entwickelte Grobnerbasen in seiner Dissertation
bei Grobner.
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Wir bemerken auflerdem, dass man Skalare herausziehen kann, d.h. es gilt

S(af,bg) = abS(f,g)

fir alle Polynome f, g # O und alle a, b € k*.

Lemma 2.20. Es seien gi, . .., g, # 0 Polynome vom Multigrad o und seien ay, ..., a, € k. Falls

8(2::1 aigi) <&

dann ist Y.;_, a;g; eine Linearkombination der S-Polynome S(gi, giv1) (i=1,...,r=1).

Wie wir gerade bemerkt haben, gilt §(S(gi»g;)) < « fur alle i, j. Deshalb ist das Kriterium

im Lemma auch notwendig.

Beweis. Setze b; = LC(g;) und p; = bi,- gifuri=1,...,r. Setze auflerdem p,,, = 0. Die Vorausset-
zung 8(Y0_ a;g;) < a bedeutet gerade Y7, a,;b; = 0. Es folgt

Zaigi = Z abip; = Z(Z ajbj)(Pi - Pin)
i1 i-1

i=1\ j=1

r—1 i

= (Zajbj)(Pi—Pi+1)-
i=1\ j=1

Die letzte Gleichheit benutzt dabei >}, a;b; = 0. Die S-Polynome sind gerade

bix*g; —b;x*g;
S(gir &) = x“ * =bigi—big;=bib(pi - p)),
womit das Lemma bewiesen ist. |
Satz 2.21 (Buchberger-Kriterium). Es sei (gi,...,gs) eine Folge von Polynomen + 0. Fiir

jedes Paar (i, j) von Indizes sei h;; ein Standardrest von S(g;, g;) beziiglich g, . . ., g,. Genau
dann ist {g, ..., g} eine Grobnerbasis von (g, ..., &), wenn h;; = 0 fiir alle i < j gilt.

Beweis. Sei G = {g1,..., ¢} und I = (G). Falls G eine Grobnerbasis von [ ist, dann sind wegen
S(gi> gj) € I die Standardreste h;; = 0 fiir alle i, j, nach Korollar 2.17.

Umgekehrt seien die Voraussetzungen des Buchberger-Kriteriums erfiillt. Sei f € I, f # 0.
Wir miissen zeigen, dass das Leitmonom LM( f) von einem der Leitmonome LM(g;),i=1,...,s
geteilt wird. Nach Voraussetzung gibt es eine Darstellung

f=>aig (*)
i-1
tiir geeignete Polynome ¢, . . ., g,, und wir setzen

.....

Offenbar gilt §( f) < 9. Falls Gleichheit gilt, dann sind wir fertig. Denn dann folgt
LM(f) = x°) = LM(q;g:) = LM(q;) LM(g:)

tiir ein i und die Behauptung ist bewiesen.
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Falls 9 > §(f), dann produzieren wir eine neue Darstellung der Form (*), in der alle Mul-
tigrade 8(qg;g;) strikt kleiner als 9 sind. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir so eine Dar-
stellung mit §( f) = 9, wie gewiinscht.

Setze 9; = 6(q.g;) furi =1,...,s. Nach Umnummerieren konnen wir annehmen, dass 9; = 9
fuiri=1,...,tund 9; < 9 fiiri =t +1,...,s gilt, mit 1 < ¢ <s. Zerlege die Summe (*) wie folgt:

t t s
f= Z;LT(q,-)g,- + Z;(%‘ - LT(q:))gi + Zt;l%‘gi-
Setze zur Abkiirzung A = ¥!_, LT(q;)g;. Da die Terme in der zweiten und der dritten Summe alle
kleineren Multigrad als 9 haben und f ebenso, folgt auch §(A) < 9. Es geniigt, A in der Form
A =Y., 9:g: mit geeigneten g; so darzustellen, dass §(q;g;) < 9 furallei =1,...,s gilt.

Wir wenden Lemma 2.20 auf A und die Polynome LM(q;)g; fiiri = 1,..., t an und schlief3en,

dass A eine Linearkombination der S-Polynome

sij = S(LM(q:) i LM(q;)g;)
fiir 1< 4, j < t ist. Um die Polynome s;; durch S(g;, g;) auszudriicken, schreiben wir a; = §(g;).
Dann ist LM(q;)g; = x%%ig; fiiri=1,...,t also a; < 9 und

Sij = x‘S(xS‘“i LT(gj)xS“""gi — xd-e LT(gi)x‘g_“fgj)

= x7 (@) (LT(g;) g - LT(gi)g;)

= xP18(gi» gj),
wobei
[J’U:S—(ai+ocj)+(oc,~/\aj)29—(oc,~vocj)>0
fiir i, j =1,...,t. Nach Voraussetzung haben wir h;; = 0 und damit Darstellungen

S(gi>8j) = 2 Pijk&k
k=1
mit Polynomen p; i derart, dass
3(pijgr) < O(S(gi8))) < ai v &
fir alle i, j, k gilt. Fir i, j =1,..., tistalso s;; = Y Pijegk mit pjjx = xPiip;jy, und dabei ist
S(Pijngx) = Pij + 0(pijrgr) <
tir alle k. Damit haben wir die gesuchte Darstellung von A gefunden. |

Aus dem Buchberger-Kriterium erhalten wir nun leicht einen Algorithmus zur Berechnung
einer Grobner-Basis fiir ein beliebiges Ideal.

Satz 2.22. Seien g1,..., ¢, # 0 Polynome und I = (g, ..., g;). Der folgende Algorithmus
produziert eine Grobner-Basis von I:
Berechne alle Standardreste h;; der S-Polynome S(g;, g;) beziiglich gy, ..., g; fiir i < j. Sind
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alle hij = 0, so ist {gi, ..., g} eine Grobnerbasis von I. Ist erstmals h;; # 0 fiir ein Paar i < j,
so fiige hjj zu g, . .., g hinzu und starte erneut mit der verlingerten Folge.

Beweis. Nach dem Buchberger-Kriterium miissen wir nur noch beweisen, dass der Algorithmus
terminiert, also irgendwann alle k;; tatsichlich 0 sind. Ist &;; # 0, so ist die Inklusion

(LM(g1), ..., LM(g:)) & (LM(g1), ..., LM(g,), LM(h;;))

von monomialen Idealen strikt. Denn nach Definition des Standardrests wird LM(h;;) von kei-
nem der LM(gj) fiir k = 1,..., s geteilt. Nach Korollar 2.3 konnen die beiden obigen Ideale nicht
gleich sein. Andererseits wird jede aufsteigende Folge von monomialen Idealen stationdr, nach
Kor. 2.6. Wenn das geschieht, bricht der Algorithmus also ab. |

Das ist die einfachste Form des Buchberger-Algorithmus. Sie produziert haufig sehr grofle,
redundante Grobnerbasen und in tatsidchlichen Implementierungen werden viele Verfeinerun-

gen vorgenommen, um die Leistung zu verbessern.’

In Macaulay2 kann man eine Grobnerbasis eines Ideals I mit dem Befehl gb I berechnen. Da viele
Berechnungen in Macaulay2 eine Grobnerbasis eines Ideals (oder eines daraus abgeleiteten Hilfs-
ideals) voraussetzen, berechnet Macaulay2 Grobnerbasen aber auch hiufig automatisch im Hinter-
grund, so dass man den expliziten Befehl tatsichlich eher selten braucht.

il : R = QQ[x,y];

i2 : gl=x*y+1; g2=y"2-1; f = x*y"2-x;

i3 : gb I
03 = GroebnerBasis[status: done; S-pairs encountered up to degree 3]
03 : GroebnerBasis

Der Output zeigt die Elemente der Grobnerbasis nicht an. Dazu dient wieder der Befehl gens.

i4 : gens gb I

04 = | x+y y2-1 |
1 2
o4 : Matrix R <--- R
UBUNGEN

Ubung 2.9. Essei G = {x? - y,x> -z} c k[x, y, z]. Entscheiden Sie, ob G eine Grobnerbasis von (G) ist,
(a) beziiglich grlex; (b) beztiglich invlex.

Ubung 2.10. Essei G = {x +z,y -z} c k[x,y,z].
(a) Zeigen Sie, dass G eine Grobnerbasis von (G) beziiglich lex ist.
(b) Teilen Sie xy durch (x + z, y — z) und durch (y — z, x + z). Was fillt dabei auf?

>Auflerdem ist der Buchberger-Algorithmus auch mit Verfeinerungen inzwischen nicht mehr das letzte Wort. Der
im allgemeinen beste Algorithmus stammt von JEAN-CHARLES FAUGERE aus dem Jahr 2002 und wird als F5-
Algorithmus bezeichnet. Er ist in Singular inzwischen implementiert, nicht jedoch in Macaulay2.
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Ubung 2.11. Es sei I ein Hauptideal im Polynomring k[x;, ..., x,]. Zeigen Sie, dass jede endliche Teil-
menge von I, die einen Erzeuger von I enthélt, eine Grobnerbasis ist.

Ubung 2.12. Beweisen Sie folgende Umkehrung von Kor. 2.17. Sei G c k[x,.. ., x,] eine endliche Teil-
menge, I = (G). Falls jedes Element von I modulo G zu 0 reduziert, so ist G eine Grébnerbasis von I.

Ubung 2.13. Verwenden Sie das Buchberger-Kriterium, um zu entscheiden, ob die folgenden Mengen
von Polynomen in k[x, y, z] Grébnerbasen sind.

(@) G ={x*-y,x* -z} beziiglich grlex;

(b) G ={xy*-xz+y,xy-z* x — yz*} beziiglich lex.

Ubung2.14. Verwenden Sie den Buchberger-Algorithmus, um eine Grébnerbasis fiir die folgenden Ideale
in k[x, y, z] zu finden.

(a) I=(x’y—1,xy* - x) beziiglich lex und grlex;

(b) I={(x*+y,x*+2x?y + y* + 3) beziiglich grlex.

2.4. MINIMALE UND REDUZIERTE GROBNERBASEN

Fiigt man einer Grobnerbasis eines Ideals I beliebig endlich viele Elemente aus I~ {0} hinzu,
erhilt man nach Definition wieder eine Grobnerbasis. Der Buchberger-Algorithmus tendiert da-
zu, Grobnerbasen zu produzieren, die in diesem Sinn viel zu grof3, also redundant sind. Es stellt
sich die Frage, wie man tiberfliissige Erzeuger systematisch loswerden kann.

Lemma 2.23. Es sei G eine Grobnerbasis des Ideals 1. Wird das Leitmonom eines Elements g € G
vom Leitmonom eines Elements h € G \ {g} geteilt, so ist auch G ~ {g} eine Grobnerbasis von I.

Beweis. Sei ] = (G \ {g}). Dann ist ] c I und nach Voraussetzung gilt
L(J) € L(I) = (LM(G)) = (LM(G ~ {g})) c L(J)
Alsoist L(I) = (LM(G \ {g})) und somit auch G \ {g} eine Grobnerbasis von I. m

Definition 2.24. Eine Grobnerbasis G heifit minimal, falls LM(h) + LM(g) furalle g # h in G.

Nach dem obigen Lemma kénnen wir eine Grobnerbasis, die wir etwa mit dem Buchberger-

Algorithmus erzeugt haben, sehr leicht so lange ausdiinnen, bis sie minimal ist.

Lemma 2.25. Fiir jede minimale Grobnerbasis G eines Ideals I ist LM(G) die Menge der beziiglich
< minimalen Monome in L(I). Insbesondere haben alle minimalen Grobnerbasen von I (beziiglich
derselben Monomordnung) dieselbe Linge.

Beweis. Die minimalen Monome von LM () miissen fiir jede Grobnerbasis G offenbar in LM(G)
enthalten sein. Die Umkehrung folgt aus der Minimalitit von G. |

Korollar 2.26. Fiir eine Grobnerbasis G eines Ideals I sind dquivalent:
(i) G ist minimal gemdf$ Def. 2.24.
(ii) G ist minimal unter allen Grobnerbasen beziiglich Inklusion.
(iii) G hat unter allen Grobnerbasen die minimale Mdchtigkeit. [
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Fiir manche Anwendungen problematisch ist die Tatsache, dass ein Ideal im allgemeinen
immer noch viele verschiedene minimale Grobnerbasen besitzt. Dieses Problem lisst sich elimi-

nieren, indem man eine weitere Minimalitatsforderung hinzuftigt.

Definition 2.27. Eine Grébnerbasis G heif3t reduziert, wenn jedes Element von G normiert ist
und fiir jedes g € G gilt: Fiir h € G \ {g} ist keines der Monome in g durch LM(h) teilbar.

Nach Definition ist jede reduzierte Grobnerbasis auch minimal. Der wesentliche Unterschied
liegt in der folgenden Aussage.

Satz 2.28. Bei fixierter Monomordnung besitzt jedes Ideal eine eindeutige reduzierte Grobnerbasis.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz einer reduzierten Grobnerbasis. Sei dazu G # @ eine
minimale Grobnerbasis von I = (G). Wir nennen ein Element g € G reduziert beziiglich G,
wenn es die gewiinschte Eigenschaft besitzt, wenn also kein in g vorkommendes Monom durch
irgendein Leitmonom LM (h) fiir h # g aus G teilbar ist.

Sei ¢ € G und sei ¢’ ein Standardrest von g beziiglich G \ {g}. Ersetze nun g durch g,
d.h. setze G’ = (G~ {g}) u {g'}. Aufgrund der Minimalitit von G ist LM(g) durch keines der
LM(h) fir h € G \ {g} teilbar. Deshalb ist LM(g’) = LM(g). Wegen ¢’ € [ ist also auch G’ eine
minimale Grobnerbasis von I. Nach Konstruktion ist dabei nun g’ reduziert beziiglich G’.

Indem wir mit allen Elementen von G so verfahren, erhalten wir nach endlich vielen Schrit-
ten eine Grobnerbasis G, deren Elemente alle reduziert beziiglich G sind. Nach Normieren aller
Elemente, durch Multiplikation von g € G mit #@, haben wir eine reduzierte Grobnerbasis.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, seien G und G’ zwei reduzierte Grobnerbasen von I. Dann
ist insbesondere LM(G) = LM(G’) nach Lemma 2.25. Sei g € G und sei g’ € G das (eindeutige)
Element mit LM(g’) = LM(g). Wegen ¢ — ¢’ € Tund §(g - ¢’) < 8(g) muss g — ¢’ = 0 sein,
denn sonst wire LM(g — g’) teilbar durch LM(h) fir ein h € G. Also gilt G ¢ G’ und aus
Symmetriegriinden auch G = G'. |

Wieder ist der Beweis konstruktiv, so dass wir einen Algorithmus zur Berechnung der redu-
zierten Grobnerbasis eines Ideals mit vorgebenenen Erzeugern haben.

Der Befehl gens gb I in Macaulay2 produziert automatisch eine reduzierte Grobnerbasis.

UBUNGEN

Ubung2.15. Der Buchberger-Algorithmus verallgemeinert gleichzeitig das gausche Eliminationsverfah-
ren aus der linearen Algebra und den euklidischen Algorithmus fiir Polynome in einer Variablen.

(a) Seien fi,..., f; Linearformen in k[x, ..., X, ], etwa
n
f,’ = Z a,‘jx]'.
=

Zeigen Sie: Die reduzierte Grobnerbasis des Ideals I = (f, ..., f,) beziiglich lex entspricht ge-
nau der reduzierten Zeilenstufenform der Matrix A = (a;;) (also mit Pivotelement 1 in jeder
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Zeile und Nullen an allen anderen Stellen der Pivotspalten). Soll heiflen: Sei B = (b;;) die besag-
te reduzierte Zeilenstufenform und g, ..., g; die zu den von Null verschiedenen Zeilen von B
gehorenden Linearformen. Dann ist {gi, ..., g} die reduzierte Grobnerbasis von I.

(b) Sei n = 1und seien f, g € k[x] Polynome ungleich 0. Zeigen Sie: Die reduzierte Grobnerbasis
von (f, g) beziiglich lex besteht aus dem normierten ggT von f und g.

2.5. ANWENDUNGEN

Mit Hilfe von Grébnerbasen kann man eine ganze Reihe von algorithmischen Problemen
16sen, die in der algebraischen Geometrie von Bedeutung sind. Die beiden wichtigsten sind zu-
néchst der Inklusionstest und die Berechnung von Eliminationsidealen. Viele weitere Anwen-
dungen ergeben sich aus diesen beiden Grundbausteinen.

2.5.1. Inklusionstest. Gegeben Polynome fi, ..., f, und f. Entscheide, ob f € (f;,..., f,) gilt.
Konstruiere dazu eine Grébnerbasis G = {g;,..., g} vonI = (fi,..., f;) und bestimme den
Standardrest von f beziiglich G durch Division mit Rest. Nach Kor. 2.17 gilt f € I genau dann,
wenn dieser Standardrest 0 ist.
Allgemeiner kann man damit auch die Frage nach der Inklusion oder Gleichheit von zwei
Idealen im Polynomring entscheiden. Denn sind I und J Ideale in k[x;,...,x,], dann gilt I c J
genau dann, wenn ] eine Menge von Erzeugern von I enthilt.

In Macaulay2 kann man den Standardrest eines Polynoms f beziiglich eines Ideals I mit dem Befehl
f % Iberechnen lassen. Nach Satz 2.16 hingt der Standardrest aufler von f und I nur noch von der
gewihlten Monomordnung ab, die in Macaulay2 in den Ring integriert ist.

Die Inklusion J c I testet der Befehl isSubset (J,I). Fiir beides berechnet Macaulay2 eine

Grobnerbasis von I, auch ohne explizite Anweisung.

2.5.2. Losbarkeit von Gleichungssystemen. Die erste direkte Anwendung des Inklusionstests ist
der schwache Nullstellensatz: Sind f;,. .., f, € k[x1,...,x,],sogilt V(fi, ..., f;) = @ genau dann,
wennle€ (fi,..., f,) gilt (Satz 1.28). Ob das der Fall ist, kénnen wir durch einen Inklusionstest
nachpriifen. Damit haben wir einen Algorithmus, der direkt entscheidet, ob ein Gleichungssys-
tem l6sbar oder unlosbar ist.

2.5.3. Eliminationsideale. Sei I ein Ideal in k[x;,...,x,]. Fir j=1,...,n heif3t

Ij :Imk[xj+1,...,x,,]

das j-te Eliminationsideal von I. Dies ist ein Ideal im Polynomring k[x1, ..., X, ] und hat, wie
wir wissen, folgende geometrische Interpretation: Sei V' = V(I) c A", W; = V(I;) c A"/ und

ﬂjiAn - An—j, (xl,. . .,Xn) = (Xj+1,. .. ,Xn).

Dann ist W; der Zariski-Abschluss der Projektion 77;(V') (Satz 1.42). Das Eliminationsideal I;
lasst sich mit Hilfe von Grobnerbasen folgendermafien berechnen.
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Definition 2.29. Eine Monomordnung < auf Z* heif$t Eliminationsordnung fiir x;, . . ., x;, falls
xfﬂln-xg‘” <x; furallei=1,...,jundalle aj,...,a,20
gilt, falls also die Variablen x, ..., x; grofler sind als alle Monome in den iibrigen Variablen.
Offenbar ist die lexikographische Ordnung eine Eliminationsordnung fiir jedes j=1,. .., n.
Satz 2.30. Sei I ein Ideal in k[x,, ..., x,] und sei G eine Grobnerbasis von I beziiglich einer

Eliminationsordnung fiir xy, ..., x; (1< j < n). Dann ist
Gj =Gn k[xj+1, A ,X,,]

eine Grobnerbasis des j-ten Eliminationsideals (beziiglich der aufk([x .1, ..., X,] € k[x1,..., %, ]
induzierten Monomordnung).

Beweis. Sei f €I, f # 0. Dann wird das Leitmonom LM( f) von einem der Leitmonome LM(g),
g € G geteilt. Es folgt LM(g) € k[x}1, ..., x,] und, da wir eine Eliminationsordnung verwenden,
daraus auch g € k[xj,1,...,x,]. Also ist g € G; und die Behauptung bewiesen. |

Eliminationsideale berechnet man in Macaulay2 mit dem Befehl eliminate.
il : R = QQ[x,y,z];

i2 : I = ideal(y-x"2,z-x"3);

02 : Ideal of R

i3 : eliminate(I, {x})
3 2
03 = ideal(y - z )
03 : Ideal of R
(siche Beispiel 1.23). Dazu berechnet Macaulay2 im Hintergrund eine Grobnerbasis fiir I beziiglich
einer geeigneten Eliminationsordnung. Es ist nicht notig (aber méglich durch Wechsel des Rings),

eine Eliminationsordnung explizit anzugeben.

2.5.4. Gleichungssysteme mit endlich vielen Losungen. Es sei I = (f;,..., f,) ein Ideal in
k[x,...,x,]. Wir wollen wissen, ob die Varietit )(I) endlich ist und, falls ja, wollen wir diese
endlich vielen Punkte ausrechnen. Im Prinzip kann man das durch Elimination erreichen. Fi-
xiere die lexikographische Ordnung. Diese ist eine Eliminationsordnung fiir x;, . . ., x;, fiir jedes
j=1,...,n.Sei G eine Grobnerbasis von I. Wie wir gesehen haben, gilt dann

Ink[xj,....x,) =(Gnk[xj,...,x,]) furj=1,...,n.

Wenn V(I) endlich ist, dann auch die Projektion auf die letzten n — j + 1 Koordinaten. Deshalb
muss G in diesem Fall fiir jedes j = 1,...,n ein Polynom enthalten, in dem nur die Variablen
Xjs ..., X, vorkommen. (Und keine Variable darf ganz fehlen.) Insbesondere besteht G aus min-

destens n Elementen. Genauer gilt: Ist G = {gj, ..., g}, dann konnen wir die Elemente von G so
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umsortieren und skalieren, dass
.
gj € k[xj,...,x,] und LM(g;) = x;”

fiur j=1,...,nund gewisse my, ..., m, > 1gilt. (Fir die Behauptung tiber die Leitmonome muss
man noch ein wenig arbeiten; siehe Ubung 2.19). Mit anderen Worten, die Variablen sind in den
ersten n Gleichungen dreiecksformig’ verteilt:

(XX Xjits .5 X)) =0
gj(xj’xj+1" .. ,x,,) =0
gn(x,) =0.

Im Prinzip konnen wir das Gleichungssystem damit durch Riickeinsetzung 16sen, genauso wie
in der linearen Algebra: Als erstes l6sen wir die letzte Gleichung, in der nur die Variable x, vor-
kommt. Danach setzen wir die endlich vielen Losungen in die nachste Gleichung ein, in der dann
nur noch x,,_; vorkommt, und so weiter. Am Schluss miissen wir noch alle so erhaltenen Losun-
gen darauf tiberpriifen, ob die verbleibenden Polynome g,.1, ..., g in ihnen verschwinden.

Dieser Algorithmus ist wieder nur eine Skizze und kann fiir die Praxis erheblich verbessert
werden. Er bringt aber in jedem Fall gewisse Schwierigkeiten mit sich: Erstens ist es schon mit
dem Losen von Gleichungen in einer Variablen nicht so einfach, wie wir aus der Algebra wissen;
solche Losungen lassen sich eben nicht immer durch Wurzelziehen hinschreiben. Trotzdem kann
man mit ihnen im Prinzip exakt rechnen (Stichwort: Algebraische Zahlen). Zweitens wichst die
Zahl der Gleichungen in einer Variablen, die man durch Einsetzungen aller vorigen Losungen
erhilt, im allgemeinen rasant (exponentiell), so dass es bei wachsender Zahl von Gleichungen
und Variablen schnell unméglich wird, das Verfahren praktisch durchzufiihren.

Trotz dieser Einschrinkungen haben wir damit in gewisser Weise die beste Annéherung
an das Gaufische Eliminationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme erreicht, die fiir nicht-
lineare Gleichungssysteme moglich ist. Ein einfaches Beispiel diskutieren wir in Ubung 2.18.

Frage 2.31. Wie kann man entscheiden, ob V(I) endlich ist, ohne die Losungen auszurechnen?

2.5.5. Implizitisierung. Gegeben fi,..., f, € k[x1,..., x,, ], betrachte den Morphismus

@: A" > A", p e (fi(p),.... fu(p)).

Der Zariski-Abschluss Z = ¢(A™) des Bildes ist eine irreduzible k-Varietit in A" Nach Kor. 1.43
wird Z durch das Ideal

D= oo yn=Sa) ks yal,
beschrieben, wobei der Durchschnitt im Polynomring k[xi, ..., Xu, y1,. .., ] gebildet wird.
Durch Elimination kénnen wir also Gleichungen fiir die parametrisierte Varietit Z berechnen.

2.5.6. Durchschnitt von Idealen. SeienI = (f},..., f,)undJ = (g, ..., g) Idealein k[xy, ..., x,].
Fiir die Ideale I + J und I] kann man sofort Erzeuger hinschreiben, aber fiir I n J ist das deutlich
schwieriger. Mit Hilfe von Grobnerbasen kann man wie folgt vorgehen:
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Satz 2.32. Seien I und J Ideale wie oben und seien T bzw. Tdie von I bzw. ] erzeugten Ideale im
Polynomring k[t, xi, ..., x,| mit einer zusdtzlichen Variablen t. Dann ist

InJ=(tT+1-t)]) nk[xi,...,x,].

Beweis. Fir f € InJliegt f = tf + (1 t)f im Ideal auf der rechten Seite. Umgekehrt sei f im
rechten Ideal gelegen. Es gibt also Polynome p;, q; € k[t, x1,...,x,] (i =1,...,7, j=1,...,5) mit

fl) =t pi(tx) fiCx) + (1= 1) 3 q;(t, %) g;(x).
i-1 =1
Substitution von ¢ = 1bzw. t = 0 zeigt f € I bzw. f € ]. |

Das Problem der Berechnung von In] ist damit auf das Eliminationsproblem zuriickgefiihrt,
das wir schon gelost haben. Explizit ist

tT + (1_ t)TZ <tf1’~--’ tfr, (1_ t)gl,..., (1_ t)g5>

Man bekommt also eine Grobnerbasis des Durchschnitts I n J, indem man eine Grobnerbasis
des Ideals ¢I + (1 - t)] beziiglich einer Eliminationsordnung fiir ¢ bestimmt und alle Polynome
daraus wegldsst, in denen die Variable ¢ vorkommt.

In Macaulay2 gibt es natiirlich einen Befehl, der den Durchschnitt I n J direkt berechnet, namlich

intersect(I,J). Es konnen auch mehr als zwei Ideale angegeben werden.

2.5.7. Radikale. Im Hinblick auf den starken Nullstellensatz und seine Anwendungen wire es
ausgesprochen niitzlich, wenn wir das Radikal eines Ideals mit Hilfe von Grobnerbasen berech-
nen konnten. Tatsdchlich gibt es entsprechende Algorithmen, aber ganz einfach ist die Sache
nicht und wir werden hier nicht darauf eingehen (siehe zum Beispiel [Greuel-Pfister, Kap. 4]).

Sehr viel einfacher ist es allerdings zu testen, ob ein einzelnes Polynom f im Radikal eines
gegebenen Ideals enthalten ist. Sei I c k[x;, ..., x,] ein Ideal und f € k[xy,...,x,]. Genau dann
ist f in \/I enthalten, wenn

Le(I)+(1—fy)ck[xp,..., %n ]

gilt. Das ist im wesentlichen der "Trick von Rabinowitsch’ im Beweis des starken Nullstellensat-
zes; siche Ubung 2.16. Das Problem ist damit auf einen Inklusionstest zuriickgefiihrt.

Das Radikal eines Ideals I wird in Macaulay2 mit dem Befehl radical (I) berechnet. Bei komple-
xeren Problemen kann das allerdings ziemlich lange dauern oder auch gar nicht in akzeptabler Zeit
terminieren. Wenn man nur wissen will, ob ein bestimmtes Polynom im Radikal liegt, kann es sich

daher lohnen, den gerade beschriebenen Trick anzuwenden.

2.5.8. Urbild eines Ideals. Es sei

wk[y, ..o yn] = k[x1, ..o, x0]
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ein Homomorphismus zwischen zwei Polynomringen und sei I ein Ideal in k[x,...,x,,]. Wir
wollen das Urbildideal a~!(I) berechnen.

Der Homomorphismus « ist durch die Bilder der Variablen yy, ..., y, eindeutig festgelegt.
Es gibt also Polynome fi, ..., fy € k[x1,..., x| mita(y;) = fifiurj=1,...,n.

Lemma 2.33. Essei ] = (y1— fi,-. s ¥u— fu) Ck[X1s .oy Xus V1> - - > V|- Dann gilt
a (1) = ((I) + ) nk[y1s- - yuls

wobei (I) das von I in k[x1, ..., Xm, Y1, ..., ¥n] erzeugte Ideal bezeichnet.

Beweis. Wir schreiben kurz x = (x1,...,%,) und y = (y,..., ¥»). Betrachte den Homomor-
phismus von k-Algebren

B:k[x, y] = k[x], B(xi) = xi, (y;) = fi-

Die Behauptung ergibt sich aus den folgenden drei Aussagen:

(i) Esgilt a'(I) = B7Y(I) nk[y], denn « ist die Einschrinkung von f3 auf k[ y].

(ii) Es gilt 571(I) = (I) + (ker(B)), denn die Einschrankung von f auf k[x] ist die Identitét.
(iii) Es gilt ker(B) = J (siehe Ubung 2.17). [ ]

Das Lemma reduziert die Berechnung des Urbildideals damit auf ein Eliminationsproblem.
Das Ideal (I) + ] kennen wir iibrigens schon: Es definiert gerade den Graph des Morphismus
¢ =(fi.-» fn): V(I) > A", was wir in Kor. 1.43 benutzt haben.

2.5.9. Kern eines Homomorphismus. Ein allgemeineres Problem als das vorige ist die Berech-
nung des Kerns einen beliebigen Homomorphismus p: B — A von endlich erzeugten k-Algebren.
Dazu miissen die Algebren A und B durch Erzeuger und Relationen gegeben sein. Das heif3t,

wir fixieren Erzeuger 4y, ..., a,, von Aund by, ..., b, von B und betrachten die Epimorphismen
k[x,..., %m A klvi,.... v, B
a { i *n] = und g { bn 1 .
Xi = a4 Vi = b;

Setze I = ker(a) und J = ker(f3). Der Homomorphismus p: B — A ist durch die Bilder von
by, ..., by, eindeutig bestimmt. Es gibt also Polynome f; € k[xi,...,x,,]| mit p(b;) = a(f;) fiir
j=1,...,n. Firalle g € ] muss dabei g(fi, ..., f,) in I liegen (Homomorphiesatz). Definiere

N.{ k[yi, ..o yn] = k[xi,. ., xm]

p. .
Vi w fi

Nach Konstruktion haben wir dann ein kommutierendes Diagramm

k[yl,...,yn] L‘ k[xl,...,xm]

/| |-

B s A.

Das gesuchte Ideal ist also p~1(0) = B(p~(I)). Das Ideal p~!(I) konnen wir dabei wie oben
berechnen. Wegen S(p~'(I)) = p~'(I)/] miissen wir dann nur noch die Erzeuger dieses Ideals
modulo J reduzieren und erhalten das gesuchte Ideal.
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Ist 9:V > W ein Morphismus von affinen k-Varietiten und ¢*: k[ W] — k[V] der zuge-
horige Homomorphismus zwischen den Koordinatenringen, dann definiert kerg* genau den
Zariski-Abschluss des Bildes ¢( V) (siehe Ubung 1.41).

UBUNGEN
Ubung 2.16. Seilc k[xy,...,x,] einIdeal und f € k[x;, ..., x,]. Zeigen Sie:
feVI — Le(I)+(1- fy) ck[x1,...,xn ]
Ubung 2.17. Die folgende Aussage wurde im Text benutzt. Es sei R ein Ring, seien ay, ..., a, € R und
wR[x,...,x,], a(x;) =a;firi=1,...,n
der Auswertungshomomorphismus. Dann gilt
ker(a) = (x1—ap,...,x, — au).
(Vorschlag: Reduzieren Sie auf den Fall g; = --- = a, = 0.)
Ubung 2.18. Gegeben seien die drei Polynome
f=x*+y*+22 -1, fi=x*-y+7’, fr=x-2z

in Q[x, y,z]. Zeigen Sie, dass V(fi, f2, f3) endlich ist und bestimmen Sie alle komplexen Punkte dieser
Varietiat mit dem Verfahren aus Abschnitt 2.5.4.

ﬁbung 2.19. Die folgende Aussage haben wir in Abschnitt 2.5.4 benutzt: Es sei I ein Ideal in k[xy, ..., X, ]
und die Varietit V(I) sei eine endliche Menge von Punkten. Sei G eine Grébnerbasis von I beziiglich
lex. Zeigen Sie, dass G fiir jedes j = 1,...,n ein Element g; mit LM(g;) = x™/ fiir ein m; > 1 enthilt.
(Vorschlag: Benutzen Sie Ubung 1.35).

Ubung 2.20. Esseien f, g € k[x, y], I = (f, g) und G eine Grébnerbasis von I beziiglich lex. Sei r € k[ y]
die Resultante von f und g beziiglich y. Zeigen Sie, dass jeder Faktor von r ein Element von G teilt.

Ubung 2.21. Gegeben ganze Zahlen a, b, ¢ mit

a+b+c=3, a*+b*+c*=5 a+b+>=7.

(a) Zeigen Sie a* + b* + c* =9 und a® + b + > # 11.
(b) Bestimmen Sie a® + b° + ¢> und a® + b% + ¢°.
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3. PROJEKTIVE GEOMETRIE

In der projektiven Geometrie wird der affine Raum durch Hinzufiigen von Punkten, die
man sich als unendlich ferne Schnittpunkte paralleler Geraden vorstellen kann, zum projekti-
ven Raum erweitert. Viele geometrische Aussagen werden dadurch einfacher, weil es weniger
Ausnahmefille gibt. In der Algebra entspricht das dem Ubergang von beliebigen Polynomglei-
chungen zu homogenen Gleichungen. Auch das macht fiir die algebraische Theorie vieles ein-
facher. Zunidchst fithren wir projektive Rdume ein und versuchen, ein geometrisches Bild von
ihnen zu entwerfen. Danach entwickeln wir die Theorie der homogenen Polynomgleichungen.

3.1. PROJEKTIVE RAUME

Es sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Der projektive Raum
iiber V ist die Menge aller 1-dimensionalen Unterraume von V und wird mit PV bezeichnet.
Die Elemente von PV heifSen die Punkte von PV. Die Punkte des projektiven Raums sind also
die Ursprungsgeraden des Vektorraums. Die (projektive) Dimension von PV ist definiert als

dimPV =dim(V) - L

Der projektive Raum PK"*! hat also die Dimension # und wird kurz mit P% bezeichnet oder, bei
fixiertem K, nur mit P”. Man nennt P” auch einfach den n-dimensionalen projektiven Raum
iiber K. Wie erwartet heifSt P! die projektive Gerade, IP* die projektive Ebene tiber K. Der 0-
dimensionale projektive Raum P? besteht nur aus einem einzigen Element und wird daher als
Punkt aufgefasst. Per Definition ist auflerdem P{0} = @ und dimP{0} = -1.

Diese Definition projektiver Raume ist technisch einfach aber vollkommen unanschaulich.
Von unendlich fernen Punkten ist nichts zu sehen. Wir miissen also die Geometrie erst noch ent-
wickeln. Zunécht noch etwas lineare Algebra: Ist V ein Vektorraum und U c V ein Unterraum,
so ist PU c PV ein projektiver Unterrraum von PV. Projektive Unterrdume der Dimension 1
heiflen Geraden, der Dimension 2 Ebenen, der Dimension dim PV — 1 Hyperebenen.

Sind U; und U, zwei Unterrdaume von V und ist L, = PU,, L, = PU,, so definiere

LL, = P(U] + Uz),
der Verbindungsraum von L, und L,. Auflerdem gilt offenbar
LnL, = P(Ul n Uz)

Aus der Definition der projektiven Dimension und der Dimensionsformel fiir lineare Unterrdu-
me erhélt man sofort die projektive Dimensionsformel

dim LL, = dim L+ dim L,- d1m(L1 n L2)

59
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Beispiel 3.1. Zwei verschiedene Geraden in P? schneiden sich in genau einem Punkt (Ubung!).
Es gibt also keine ’parallelen’ Geraden in P?. Zwei Geraden L; und L, in P* heiflen windschief,
falls L, n L, = @. Der Verbindungsraum hat dann die Dimension dim L,L, = 1+1~(~1) = 3 (denn
dim @ = -1!). Also spannen L, und L, den ganzen Raum auf. Wenn L, und L, einen Schnittpunkt
haben, dann liegen sie in einer gemeinsamen Ebene und es gilt dimL,L, =1+1-0 = 2.

Ein Punkt von PV, also ein 1-dimensionaler Unterraum von V, wird von einem Vektor v # 0
aufgespannt. Wir schreiben kurz [v] = K - v. Natiirlich gilt dann

[v] = [Av] fiir alle A € K*.
In P schreiben wir [ay, ..., a,] fir den Punkt K - (ay, ..., a,). Es gilt dann
[Aag, ..., Aa,] =[aqg,...,a,] fiuralle A € K*.

Ist p = [ay, .. .,a,], so heilen die Zahlen ay, . . ., a,, die nur bis auf Skalierung durch p bestimmt
sind, die homogenen Koordinaten von p. Die homogenen Koordinaten dndern sich also durch
Skalierung, aber ob eine Koordinate Null ist oder nicht, dndert sich dabei natiirlich nicht. Weil
firr jeden Punkt in P" mindestens eine homogene Koordinate ungleich 0 ist, ist jeder Punkt in
einer der Mengen

Di:{[ao,...,an]EP”:ai;tO} (i=1,...,n)

enthalten. In D; konnen wir die Koordinate a; # 0 durch Division zu 1 machen, d.h. es gilt

ao ai-1 . Ainl a
[ag,....a,]=|—,....,—,1, yooo,— |, fallsa; #0.
a; a; a; ai
Zu jedem p € D; existiert also ein eindeutiger Vektor (ay, ..., a;-1, dis15 - .., a,) € K" mit
p=1lag...,ai,1,ai1,...,a,].

Da der i-te Eintrag dann also immer 1 ist, ist die Abbildung

An - D;
pi:
(a())---)ai—l) ai+l>---)an) = [a07---)ai—1>1) ai+l)---aan]

eine Bijektion zwischen dem affinen Raum A" und der Teilmenge D;. Wir halten fest:

Der projektive Raum P” wird von n + 1 Kopien des affinen Raums A" iiberdeckt.

Diese Uberdeckung kann man sich in den Fillen n = 1, 2 folgendermaflen veranschaulichen:
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Die Ursprungsgeraden in K? werden mit ihren Schnittpunkten mit der affinen Geraden x, =1
bzw. x; = 1 identifiziert. Entsprechend fiir n = 2, wo die Ursprungsgeraden mit ihren Schnitt-
punkten mit einer affinen Ebene identifiziert werden. Fiir n =1 gilt

Dy ={[x,1]:x e K} 2 AL,

Das Komplement P! \ D, besteht nur aus einem einzigen Punkt, namlich [1, 0]. Im Allgemeinen
ist das Komplement von D; eine Hyperebene in P, und zwar

H,-:IP’”\Dl-:{[ao,...,a,-_l,O,a,-H,...,an] EP”}:P{QEKn+Iiai:0}§PKn:Pn_l.

Im Bezug auf den affinen Raum D; = A" heifst H; die Hyperebene im Unendlichen. Im Bild
oben entspricht Hy also der Menge aller Ursprungsgeraden, die die Ebene {x, = 1} in K* nicht
schneiden, weil sie in der parallelen Ebene {x, = 0} liegen. Geraden in der Ebene D, entste-
hen als Schnitt von D, mit 2-dimensionalen Unterraumen von K3. Genau dann sind die beiden
Geraden parallel, wenn sich die beiden 2-dimensionalen Unterraume in einem 1-dimensionalen
Unterraum in der Ebene {x, = 0} schneiden. Der Schnittpunkt der beiden parallelen Geraden
liegt nicht in Dy, sondern ’im Unendlichen, auf der projektiven Geraden H,.

Warnung. Diese Bilder sind zur Veranschaulichung hilfreich, sie konnen aber auch verwir-
ren. Die Terminologie ist nicht zufillig gewéhlt: Einen Punkt im projektiven Raum soll man sich
auch als Punkt vorstellen, nicht als Gerade in einem affinen Raum. Die projektive Gerade ist ei-
ne Gerade, die Ebene eine Ebene, der Raum ein Raum. So wie die geometrischen Bilder immer
reelle (und nicht komplexe) Bilder sind, so sind sie auch immer affin, nicht projektiv. In unserer
Vorstellung ist also z.B. P%. eine Ebene, nur mit gewissen idealisierten Eigenschaften.

Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension # + 1. Eine Menge {po, ..., p,} von Punkten in
PV mit r < n heiflt projektiv unabhingig, wenn

dim(pg,...,pr) =7

gilt. Wenn wir Vektoren vy, ..., v, € V wihlen mit p; = [v;], dann sind p,, ..., p, offenbar genau
dann projektiv unabhingig, wenn vy, ..., v, linear unabhingig sind. Das ist also nichts Neues.
Ein System von n + 1 projektiv unabhéingigen Punkten in PV heifit ein homogenes Koordi-
natensystem. Allgemeiner sagt man, die Punkte py, ..., p, (mit r nicht unbedingt kleiner oder
gleich n) seien (linear) in allgemeiner Lage, wenn jede Wahl von hochstens n + 1 Punkten aus
{po> .., pr} projektiv unabhingig ist.

Schliefllich tiberlegen wir uns noch, wie es mit linearen Abbildungen im Projektiven aussieht.
Es seien V und W zwei K-Vektorrdaume und @: V — W eine lineare Abbildung. Ist v € V mit
®(v) # 0, dann kénnen wir dem Punkt [v] € PV den Bildpunkt [®(v)] € PW zuordnen. Ist
dagegen ®(v) = 0, dann konnen wir damit nichts anfangen, denn ®(v) erzeugt dann ja keinen
1-dimensionalen Unterraum von W. Wir erhalten also eine Abbildung

PV \ (Pker®) - PW
[D]: .
[v] = [©(v)]
Zwei Typen von solchen Abbildungen sind besonders wichtig, ndmlich Projektivititen und Pro-

jektionen, die wir nun nach einander diskutieren.
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Wenn ®:V — V ein Isomorphismus (=lineare Bijektion) ist, also ® € GL(V'), dann ist
[®]: PV — PV ebenfalls bijektiv und heifit die durch ® bestimmte Projektivitit von PV auf
sich. Die Projektivititen bilden unter Komposition eine Gruppe, die projektive lineare Gruppe,
die wir mit PGL(V') bezeichnen. Wir konnen ziemlich leicht sagen, wie diese Gruppe aussieht:
Per Definition haben wir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

GL(V) - PGL(V), ® - [®].

Da [A®(v)] = [@(v)] fiir alle A € K* und alle [v] € PV gilt, konnen wir @ durch A® ersetzen,
ohne dass sich die Projektivitat dndert. Mit anderen Worten, der Kern des obigen Gruppenho-
momophismus ist der Normalteiler K*idy = {A-idy: A € K*}, bestehend aus den Vielfachen der
Identitat. Nach dem Isomorphiesatz gilt also

PGL(V) = GL(V)/(K*idy).

In homogenen Koordinaten sieht das so aus: Ist V' = K"*!, dann induziert jeder Koordinaten-
wechsel, gegeben durch eine invertierbare Matrix P € GL,;;(K), v — Pv eine Projektivitit (einen
projektiven Koordinatenwechsel)

P" - P, [v] » [Pv].

Dabei ergeben P und AP fiir A € K* denselben projektiven Koordinatenwechsel. Die Gruppe
PGL(K"™*!) wird mit PGL,,;(K) bezeichnet'. Es gilt

PGL,+1(K) 2 GL,.1(K)/(K*L41)-
Die Projektivititen von P* auf sich sind also durch Matrizen beschrieben, die aber, wie die ho-
mogenenen Koordinaten der Punkte, nur bis auf Skalierung wohlbestimmt sind.
Satz 3.2. Es seien (Pos ... Pur1) Und (qos - - - > Gus1) zwei Tupel von n + 2 Punkten in allgemeiner
Lage in P". Dann gibt es genau eine Projektivitit [ P| von P" mit
[P]pz :qifﬂri:O,...,n+l.
Dass man je zwei Tupel von n + 1 projektiv unabhéngigen Punkten in P durch eine Projek-

tivitat aufeinander abbilden kann, ist klar, weil es einfach einem Basiswechsel in K"*! entspricht.
Die Aussage des Satzes ist gerade, dass man im Projektiven einen Freiheitsgrad gewinnt.

Beweis. Es seien v; € K"*! Vektoren mit p; = [v;] firi = 0,...,n+1.Da py,..., p, in allgemeiner
Lage sind, sind vy, ..., v, linear unabhéngig, also eine Basis. Es gibt also ay, ..., a, € K mit

Vpyl = AogVo + -+ a,v,.

Dabei sind die Skalare ay, . . ., a, alle ungleich 0, da nach Voraussetzung jede echte Teilmenge von
{vo, ...,V } linear unabhingig ist. Wir konnen deshalb v; durch a;v; ersetzen, fiiri = 0, ..., n.

Dann gilt immer noch p; = [v;] und auflerdem

Vpys1 = Vo + o+ V.

'Da dies die Gruppe der Projektivititen von P* auf sich ist, wire es konsequenter, sie mit PGL, (K) zu bezeichnen,
aber dies wire entgegen der allgemein tiblichen Konvention.
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Sei nun P, € GL,,;(K) die Matrix mit Spalten vy, ..., v,. Dann gilt
[Pie;] =[vi]=p; firi=0,....,n und [P(ey+--+e,)]=[vo+ +Vu]=Pnu
Genauso gibt es P, € GL,,;;(K) mit
[Prei]=q; furi=0,...,n und [Py(ep+-+ey)]=qnu

Also ist P = P,P ! die gesuchte Matrix. Die Konstruktion zeigt auflerdem, dass P, und P, bis auf
Skalierung eindeutig sind, somit [ P] eindeutig ist als Element von PGL,,,(K). u

Auf dem ganzen projektiven Raum betrachtet sind Projektivititen ziemlich einfach, weil sie
linearen Abbildungen entsprechen. Was aber geschieht auf den affinen Teilmengen? Es sei

Do={[L,x,....x,): (x15...,%,) € A"} =2 A"

wie oben. Sei [A] € PGL,,;(K) eine invertierbare Matrix mit Zeilenvektoren ay, ..., a, und sei
[p]=[1x1,...,%,] € Dp. Dann gilt also

[Ap]=[ao-par-p,....an-p],
wobei wir p jetzt als Spaltenvektor auffassen. Wenn wir A durch ein Vielfaches AA, A # 0, erset-
zen, dann dndert sich [Ap] nicht, der Ausdruck ist also wohldefiniert. Wenn a, - p # 0 ist, dann
koénnen wir durch diesen Eintrag teilen und landen wieder in D, also
a - P a,: p
Apl =11, yeens .
(ap) [ 28 oe2

Jeder Ausdruck a; - p ist dabei ein Polynom ¢; vom Grad 1in x = (xy, ..., x,), ndmlich

n
gi(X) =a;- (l,x) =ajot Z ai,ij.
j=1

Die Einschriankung von [A] auf Dy kénnen wir also als Funktion

AT AT a(x) )
p: A" - A", (xl,...,x,,)r—>(go(x),...,go(x))

auffassen, eine sogenannte gebrochen-lineare Transformation. Wie bei rationalen Funktionen

tiblich, ist sie nicht auf ganz A" definiert, sondern nur in den Punkten x € A", wo der Nenner
€o(x) ungleich 0 ist. Da A invertierbar ist, ist £, nicht die Nullfunktion und ¢ ist definiert auf dem
Komplement der affinen Hyperebene {x € A": £y(x) = 0}. Dieser Wechsel zwischen projektiver
und affiner Sichtweise kommt in der projektiven Geometrie immer wieder vor.

Wir diskutieren den Fall # = 1 noch etwas ausfiihrlicher. Es sei P! \ D, = {o0} mit co = [1,0]

wie oben und sei

In homogenen Koordinaten definiert A die Abbildung

[A]: P! — P!, [x0, x1] = [axo + bxy, cxo + dxy].
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Die Einschrinkung von [A] auf D, ist die gebrochen-lineare Transformation

ax+b

(Al > AL ,
14 ~ x'_)cx+d

die entsteht, indem wir x; = 1 setzen und durch den zweiten Eintrag teilen. Solche gebrochen-
linearen Transformationen in einer Variablen werden (vor allem in der komplexen Analysis)
auch Mobius-Transformationen® genannt. Obwohl wir auf D; eingeschrinkt haben, sehen wir
immer noch, was die Funktion ¢ auf der ganzen projektiven Geraden tut: Denn ¢ ist undefiniert,
wo der Nenner cx + d verschwindet. Wenn ¢ # 0 ist, dann ist das der Punkt x = —d/c. Dieser
wird dann von [A] gerade auf co = [1,0] abgebildet, denn es gilt

A[-d/c,1] = A[-d, c] = [~ad + bc, 0] = [1,0] = co.

Ist ¢ = 0, so ist ¢ die Polynomfunktion ¢(x) = (a/d)x + (b/d) und bildet co auf co ab. Die
Aussage von Satz 3.2 wird zu:

Korollar 3.3. Es seien p, q, r drei verschiedene Punkte in P! = A' U {co}. Dann gibt es genau eine
Mobius-Transformation ¢:P' — P! mit

9(0)=p, ¢(1)=q, ¢(c0)=r. n

Der andere ganz wichtige Typ von linearen Abbildungen in der projektiven Geometrie, neben
den Projektivititen, sind die Projektionen. Es sei

‘ Kn+l N Kn
ﬂ'{ (ag,a1,....a,) — (an,...,a,)
die lineare Projektion auf die letzten n Koordinaten. Der Kern von 7 ist die Gerade K - e, die
dem Punkt p = [1,0,...,0] € P" entspricht. Wie oben im allgemeinen beschrieben, induziert 7
also eine Abbildung

PPN {p} - P", [ag, ar,...,an] & [a1,. .., an)s

genannt die Projektion mit Zentrum p. Damit ist die folgende geometrische Sichtweise verbun-
den: Wir kénnen P! als Teilraum von P” auffassen, indem wir P"~! mit der Hyperebene

H={[0,a,...,a,]:[a1,...,a,] e P" '} cP"
identifizieren. Dann entspricht 7, der Abbildung
P\ {p} = H,[ag,a1,...,a,] = [0,a1,...,4a,],

die die erste Koordinate durch 0 ersetzt.* Diese Projektion kdnnen wir geometrisch folgender-
maflen verstehen: Sei g € P, g # p. Dann gilt

m,(q) = pgnH.

In Worten: Man projiziert ¢ vom Zentrum p auf die Hyperebene H, indem man die Verbin-
dungsgerade von p und g mit H schneidet.
2AuGusT FERDINAND MOBIUS (1790-1868), deutscher Mathematiker und Astronom

3Streng genommen handelt es sich natiirlich nicht um dieselbe Abbildung, da das Ziel einmal P"~! und einmal
H c P” ist. Je nach Kontext wird aber beides als Projektion mit Zentrum p bezeichnet.
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m5(q)

Um das einzusehen, schreibe p = [1,0,...,0] wie gehabt und g = [ay, ..., a,], dann gilt
pq={[Ap+uq] =[A+pag, pa,...,pa,]: A,y € K nicht beide 0}

Der Schnittpunkt pgn H entspricht also [A, 4] € P! mit A + ga, = 0. Falls a = 0, dann also g € H
und A = 0, also pgn H = {[0, uay,...,ua,]} = {q}, so dass m,(q) = q. Falls ay # 0, dann folgt
p = —A/ay, so dass pg n H der Punkt [0, (-A/ag)ay, ..., (=A/ag)a,] =[0,4ay,...,a,] = qist.

Diese Sichtweise erklédrt anschaulich, warum die Projektion in ihrem Zentrum p nicht defi-
niert sein kann, denn p selbst bestimmt keine Verbindungsgerade mit p.

Wenn p € P" beliebig ist, dann bezeichnet 77, immer die Projektion mit Zentrum p auf das or-
thogonale Komplement, also auf die Hyperebene H = {q € P": (p, q) = 0}, wobei (-, —) das Stan-
dardskalarprodukt auf K"*! bezeichnet. Durch einen orthogonalen Koordinatenwechsel kann
man immer p = [1,0...,0] und H wie oben erreichen.

UBUNGEN

Ubung 3.1. Essei V ein K-Vektorraum der Dimension 7 + 1. Zeigen Sie, dass jeder m-dimensionale pro-
jektive Unterraum von PV ein Durchschnitt von n — m projektiven Hyperebenen ist.

Ubung 3.2. Es sei F; der Kérper mit g Elementen (q = p’, p prim). Zeigen Sie:

(a) Jede Gerade in Pﬁiq enthilt genau g + 1 Punkte.

(b) Die projektive Ebene IP’IZFq hat g* + g + 1 Punkte und genauso viele Geraden.

(c) Interpretieren Sie den Graph im Bild als Darstellung der projektiven Ebene IP’IZFZ. (Auch die Kreislinie
ist eine Gerade). Diese projektive Ebene mit sieben Punkten und Geraden wird Fano-Ebene genannt.
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Ubung 3.3. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und M c PV eine Teilmenge. Sei W =
P(span(M)) der von M aufgespannte projektive Unterraum und betrachte die Menge der Sekanten

Sek' (M) = {ﬁ:p,q € M}
zwischen Punkten in M. Definiere induktiv Sek™ (M) = Sek'(Sek™ ' (M)) fiir m > 2. Zeigen Sie:
(@) W =Upsi Sek™ (M);
(b) Falls dim(M) < n, dann gilt W = Sek” (M).

Ubung3.4. SeiK = C.Bestimmen Sie alle M6bius-Transformationen auf Py, = Cu{ oo}, die die folgenden

Teilmengen in sich abbilden:

(@ OR={x+iy:y=0%G)H={x+iy:y>0}@il) H={x+iy:y >0} (V) D= {x+iy:x?+y* <1}
V) D= {x+iy:x*+y*<1}.

(b) Sei ¢(t) = =L, Zeigen Sie, dass ¢ (H) = D gilt.

3.2. KURZE GESCHICHTE DER GEOMETRIE

Die Geometrie wurde mehr als zweitausend Jahre lang, von der Antike bis in die Neuzeit, vor
allem durch die beriihmten Elemente des Euklid* bestimmt. Sie wird dort als eine axiomatische
Theorie préasentiert, d.h. sie geht von wenigen einfachen Grundtatsachen aus, den Axiomen, die
als plausibel angesehen und nicht weiter begriindet werden, und alles Ubrige wird durch logi-
sches Schliefien aus den Axiomen hergeleitet’. Diese Herangehensweise hat natiirlich die ganze
Mathematik geprigt, obwohl sie lange fast vollig auf die Geometrie beschrankt war.
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Lateinische Ubersetzung der Elemente des Euklid — Druck von Erhard Ratdolt (1482)
Bildquelle: Wikimedia Commons
4EUKLID VON ALEXANDRIA (vermutlich 3. Jahrhundert v. Chr.), griechischer Mathematiker, der berithmteste Geo-

meter der Geschichte; iiber sein Leben ist jedoch fast nichts bekannt.
>Jedenfalls nach moderner Interpretation. Euklid argumentiert dazwischen durchaus auch anschaulich.
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Die Entwicklung der projektiven Geometrie nahm in der Renaissance ihren Anfang. Sie ist
eine der ersten neuzeitlichen Theorien, die sich klar von der antiken Geometrie abheben und
entstand als eine Erweiterung der euklidischen Geometrie zunichst aus der Uberzeugung, dass
parallele Geraden, die in den Aussagen der euklidischen Geometrie hdufig zu Ausnahmen fiih-
ren, sich ,im Unendlichen schneiden®. Die Grundlagen der projektiven Geometrie wurden unter
anderem durch Kepler® und Desargues’ gelegt. Eine wichtige Rolle hat auch die Entwicklung der
perspektivischen Malerei gespielt. Dort schneiden sich parallele Geraden im Raum, wenn sie
durch Zentralprojektion auf einer Leinwand dargestellt werden, im sogenannten Fluchtpunkt,
der ebenfalls einen unendlich-fernen Punkt reprisentiert.

Zentralperspektive mit Fluchpunkt
Bildquelle: Wikimedia Commons (W. Gothe)

Raffael: Die Schule von Athen (Fresko, Stanza della

Segnatura, Vatikan, 1510) Bildquelle: Wikimedia Commons

Trotz dieser Analogie iiber die Schnittpunkte paralleler Geraden, sind die Geometrie der
perspektivischen Darstellung (sogenannte darstellende Geometrie) und die projektive Geome-
trie nicht genau dasselbe. Diese schonen Bilder sollte man also nicht mit den dreidimensionalen
Bildern verwechseln, die wir zur Illustration der projektiven Ebene verwendet haben.

Auf3er der projektiven Geometrie nahm aber in der frithen Neuzeit eine noch weiterreichen-
de Entwicklung ihren Anfang: Das Rechnen in Koordinaten, die kartesische Geometrie®. Dadurch
lief sich alle Geometrie vollstindig in Algebra iibersetzen. Fiir den axiomatischen Zugang wie

5JorANNES KEPLER (1571-1630), deutscher Astronom, Mathematiker und Universalgelehrter
’GIRARD DESARGUES (1591-1661), franzisischer Mathematiker und Ingenieur
8nach RENE DESCARTES (1596-1650), franzésischer Philosoph, Mathematiker und Naturwissenschaftler
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bei Euklid setzte sich spiter die Bezeichnung synthetische Geometrie durch, fiir die kartesische
Geometrie dagegen die Bezeichnung analytische Geometrie®.

Zunichst spielten kartesische Koordinaten aber eher in der Mechanik und in der Analysis
eine Rolle. Die synthetische Geometrie war bis weit ins 19. Jahrhundert bestimmend dafiir, was
als Geometrie galt und war fester Bestandteil jeder mathematischen Ausbildung. Ihre klaren, lo-
gischen Ableitungen galten als Inbegrift mathematischer Schonheit und Prézision. Die synthe-
tische Geometrie (in der Form der projektiven aber auch der sogenannten nicht-euklidischen
Geometrie) erreichte im spaten 19. Jahrhundert ihren Hohepunkt.

7 AY
SchliefSungssitze von Pappos'® und Desargues; der Satz von Pappos impliziert — durch rein synthetische

Argumente — den von Desargues (Satz von Hessenberg, 1905); Bildquelle: Wikimedia Commons

Gleichzeitig entwickelte sich ab dem frithen 19. Jahrhundert die analytische Geometrie. Die
Geometrie profitierte dabei von neuen Methoden der Algebra und der Analysis und es entstan-
den die Gebiete, die heute algebraische Geometrie und Differentialgeometrie heifSen, mit Konse-
quenzen, die meilenweit {iber das antike Verstdndnis hinausgehen.

Der analytische Zugang zur projektiven Geometrie durch homogene Koordinaten entstand
im frithen 19. Jahrhundert, vor allem durch Arbeiten von Mobius (1827) und Pliicker™ (1830).
Nach und nach gewann die analytische Geometrie an Reichweite und Bedeutung und hat sich im
20. Jahrhundert immer mehr durchgesetzt. Die synthetische Geometrie hat dagegen an Gewicht
verloren (zunichst in der Forschung, dann auch in der Lehre). Gegenwirtig ist sie vor allem fiir

die Kombinatorik von Bedeutung.

UBUNGEN

Die folgenden Aufgaben enthalten einige Konzepte der klassischen projektiven Geometrie.
Sie haben mit der algebraischen Geometrie nur am Rand zu tun, stellen aber die Verbindung zu
einigen Konstruktionen der synthetischen Geometrie her.

Ubung 3.5. Es seien py, ..., py vier verschiedene Punkte in P! = A' U {co}. Nach Kor. 3.3 gibt es genau
eine Projektivitit ¢: P! — P! mit

¢(p2) =1, ¢(p3) =0, p(p4) = oo.

9Auch die algebraische Geometrie ist demnach analytisch. Der Gegensatz analytisch/synthetisch’ in dem hier be-
schriebenen Sinn hat nicht direkt mit dem Gegensatz “analytisch/algebraisch’ bei der modernen Einteilung der Ma-
thematik in ihre Teilgebiete zu tun.

10PAppPOS VON ALEXANDRIA (ca. 290—350)

"uLius PLUCKER (1801-1868), deutscher Mathematiker und Physiker
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Die Zahl [p1, p2; p3, pa] = ¢(p1) € K ~ {0,1} heifst das Doppelverhiltnis des geordneten Viertupels

(p1> P2> 3> P4)- Zeigen Sie:

(a) Seien (p1,...,p4a)s (q1s...>q4) zwei geordnete Viertupel von Punkten in P!. Genau dann gibt es eine
Projektivitit ¥ auf P! mit ¥(p;) = q; (fir i = 1,...,4), wenn [p1, p2; p3, p4] = [q1> 92: 93 qa4] gilt.
Insbesondere erhalten Projektivitidten das Doppelverhiltnis.

(b) Es gilt
_Pr=p3s p1— P4
[pl:p27P37P4] pz—p3 pz—p4'
(c) Inhomogenen Koordinaten berechnet sich das Doppelverhiltnis folgendermaflen. Es sei p; = [x;, y:],
i=1,...,4. Dann gilt
X1Y3 = X3)1, X1)4 — X4 )1

X2Y3 —X3)Y2 X2V4 — X4)2

[P1> P25 P3> Pal =

Ubung 3.6. Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Ein Viertupel (py, p2, p3, p4) von Punkten heif3t
harmonisch, wenn [py, py; p3, p4] = —1 gilt. Zeigen Sie: Genau dann ist (py, ..., p4) harmonisch, wenn
es eine Projektivitdt gibt, die p; und p, vertauscht und p3 und p4 fixiert.

Ubung 3.7. Es K ein Korper der Charakteristik # 2 und seien py, ps, p3 drei Punkte, nicht auf einer Ge-
raden. Wihle Punkte g, € p2p3, g3 € p1p3 mit q; # p; fiir alle 4, j. Es seien

r=p192 N P2qs, Q1= p1p2 N psr, s =PpipaNq2qs.
p3

qs
q2

2! q D2 s

Beweisen Sie, dass (p1, p2, q1,s) harmonisch ist. (Vorschlag: Wihlen Sie homogene Koordinaten derart,
dass p; = [0,0,1], p =[2,0,1], p3 =[0,1,0] und s = [1,0, 0]. Zeigen Sie, dass dann ¢; = [1,0,1] gilt.)

Ubung 3.8. Es sei V ein Vektorraum der Dimension 7 + 1. Die durch einen Isomorphismus ®: V — V
gegebene Projektivitit [@]: PV — PV heifit eine Perspektivitit von PV, wenn es eine Hyperebene H in
PV gibt mit [®]q = q fiir alle g € H.
(a) Beweisen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) [@] ist eine Perspektivitit.

(ii) Es gibt eine Zahl A € K mit Rang(® — A1,,4;) < 1.

(iii) Es gibt p € PV mit [®] € pq fiir alle g € PV \ {p}.

(iv) Es gibt ein homogenes Koordinatensystem py, ..., p, € PV mit

[@]po = po und [@]picpopifiri=1,...,n.

(b) Es sei [®] eine Perspektivitit, [@] # idpy. Zeigen Sie, dass der Punkt p mit der Eigenschaft (3) ein-
deutig bestimmt ist. Der Punkt p( heif3t das Zentrum der Perspektivitit.
(c) Veranschaulichen Sie mit einer Skizze, wie eine Perspektivitit in P* geometrisch aussieht.
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Ubung 3.9. Essei V ein Vektorraum der Dimension #n +1und ¢: PV — PV eine Projektivitit. Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Es gibt einen Unterraum H c PV der Dimension n — r mit ¢(p) = p fiir jedes p € H.

(ii) Es gibt einen Unterraum L c PV der Dimension r — 1 mit ¢(q) € gL fiir jedes q € PV.
(iii) Es gibt Perspektivititen ¢;,..., @, von PV mit ¢ = ¢ 0---0 ¢,.
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3.3. PROJEKTIVE VARIETATEN

Wir untersuchen nun Lsungen von polynomialen Gleichungen im projektiven Raum, wie
vorher im affinen Raum. Dazu fixieren wir wieder eine Korpererweiterung K /k mit K algebraisch
abgeschlossen. Gegeben ein Polynom f € k[xo, ..., x,] und einen Punkt p = [ay, ..., a,] € P" =
P%, dann stoflen wir auf das Problem, dass die Auswertung f(p) nicht ohne weiteres definiert
ist; denn der Vektor (ay,...,a,) € K™ ist durch p nur bis auf Skalierung bestimmt und der
Wert f(ay,...,a,) kann sich durch diese Skalierung natiirlich dndern.

Ein Polynom f heif3t homogen vom Grad d oder eine Form vom Grad d, wenn alle Terme
von f den Totalgrad d haben. Ein allgemeines Polynom, das homogen sein kann oder auch nicht,
nennen wir zur Unterscheidung inhomogen. Ist f nun homogen vom Grad d, dann gilt

fv) =2 f(v)
fir alle A € K und v € K"*1. Denn diese Gleichheit gilt fiir jedes Monom x* mit a = |d| wegen
(Ax)* = (Axg)®---(Ax,)* = A9x* und damit auch fiir f. Insbesondere ist die Frage, ob f(v)
gleich 0 ist oder ungleich 0 von der Skalierung unabhingig. Deshalb kann man die Nullstellen-
menge von homogenen Polynomen im projektiven Raum sinnvoll definieren.

Ist T c k[xy,...,x,]| eine Menge von homogenen Polynomen, dann schreiben wir
V(T) = {peP":f(p)=0firalle fe T}

und nennen V, (T) die durch T bestimmte projektive k-Varietit.

Beispiele 3.4. (1) (sei k = K) Jeder projektive Unterraum von P ist auch eine projektive
Varietit. Denn ein linearer Unterraum U c A"*! der Dimension m + 1 ist die Losungsmenge
eines homogenen linearen Gleichungssystem ¢, = --- = ¢,_,, = 0 gegeben durch Linearformen
O, lum € kX0, ..., x, |1 Damit ist PU =V, (&, ..., €u_m)-

(2) Essei f € k[xo,...,x,], f # 0, ein homogenes Polynom vom Grad d > 0. Die zugehorige
projektive Varietit V, (f) heiflt eine Hyperfliche vom Grad d in P". Hyperflachen vom Grad 1
sind Hyperebenen. Hyperflichen vom Grad 2 heifSen Quadriken.

Ist T c k[xy,...,x,] eine Menge von homogenen Polynomen, dann schreiben wir auflerdem
D.(T) = {peP" f(p) #Ofiiralle f e T}.
Insbesondere ist dann D; = D, (x;) 2 A" ein affiner Raum, wie im ersten Abschnitt beschrieben.
Ist X = V.(fi,..., fr) c P" eine projektive Varietit, dann ist der Schnitt von X mit dem affinen
Raum D; eine affine Varietit in D;, namlich
XﬂDi = {[ao,...,an] EX:a,- * 0} = {[aO)--->ai—1)1)ai’an] EX}
= {(aos...»8i-1, is1s...,a,) € A" fi(ao, ..., a2, L, @iy ..., a,) =0flir j=1,...,7}.

Wir setzen also in den homogenen Gleichungen, die die projektive Varietat X definieren, ein-

fach x; = 1 und erhalten inhomogene Gleichungen, die die affine Varietit X n D; definieren. Die
inhomogenen Gleichungen entstehen durch Dehomogenisieren beziiglich der Variablen x;.
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Beispiele 3.5. (1) Eine Linearform € = ¢oxy + - + ¢,X,, € # 0, definiert die projektive Hyper-
ebene H =V, (¢). Der Schnitt

HnDg={(ay,...,a,):co+ca++cpa, =0}

mit dem affinen Raum D, = D, (x,) ist eine affine Hyperebene in A", es sei denn, es gilt ¢; =
-+ = ¢, = 0. In diesem Fall ist ¢y # 0 und H ist die Hyperebene V(x,), also die Hyperebene im
Unendlichen beziiglich Dy. Ihr Schnitt mit D, ist dann natiirlich leer.

(2) Es gelte char(k) # 2. Sei f € k[xy, ..., x,] eine quadratische Form. Wie aus der linearen
Algebra bekannt, gibt es eine symmetrische Matrix A € Sym_,, (k) mit

oo - Adon || Xo

f=[x - x]

aon 0 Apn Xn

(Dabei ist also der Diagonaleintrag a;; der Koeflizient von x? und die Eintrige a; j = a;,; fur
j # i sind jeweils der Koeffizient von x;x; halbiert.) Sei r der Rang von A. Falls r = n + 1 gilt,
heifdt die quadratische Form f nicht-ausgeartet, andernfalls ausgeartet. Die Matrix A kann man
diagonalisieren, d.h. es gibt eine invertierbare Matrix P € GL,,,;(k) mit P*AP = Diag(by, ..., b,),
wobei by, ..., b, € k. (Das sind im Allgemeinen nicht die Eigenwerte von A, es sei denn P! = P71.)
Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten konnen wir annehmen, dass by,...,b,.; # 0, b, =
-+ = b, = 0 gilt. Die transformierte Matrix hat dann die Form

bo

P'AP =

Das transformierte Polynom g = f(P~'x) ist also
g=boxi + + b, 1x7 .

Wie man g nun weiter vereinfachen kann, hiangt vom Korper k ab. Wenn k algebraisch abge-
schlossen ist, dann konnen wir durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix jeden Diagonal-
eintrag ungleich 0 von links und von rechts mit 1/v/b; multiplizieren und damit by = --- = b,_, = 1
erreichen. Insbesondere gibt es im nicht-ausgearteten Fall nur eine einzige Normalform, ndmlich

2

_ A2
g=X5+ -+ X,

Ist dagegen k = R, dann gibt es nur positive Quadratwurzeln, und wir konnen jeden Diagonal-
eintrag b; # 0 beidseitig entweder mit 1/5/b; oder mit 1/\/~b; multiplizieren. Die Diagonalein-
trage werden damit alle zu +1, —1 oder 0. Ist , die Anzahl der Eintrége +1 und r_ die Anzahl der
Eintrdge -1, dann heiflt s = r, — r_ die Sylvester-Signatur von A. Zusammen mit dem Rang ist
sie also die einzige reelle Invariante einer quadratischen Form. Da wir uns letztlich nur fiir die
Nullstellenmenge interessieren, konnen wir immer f durch —f ersetzen, die ganze Matrix also
mit —1 multiplizieren. Wir konnen daher immer annehmen, dass s > 0 gilt.
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Betrachten wir den Fall n = 2. Es gibt dann genau zwei Normalformen von nicht-ausgearteten
quadratischen Formen, namlich

_ A2 2 2 A2 2 2
g=X5+ X + x5 oder g=X5+ X —X5.

Im ersten Fall hat die Quadrik V, (g) keine reellen Punkte, wir konnen also kein Bild zeichnen.
Bleiben wir beim zweiten Fall ¢ = x3 +x7 —x3. Wenn wir diese Form beziiglich x, dehomogenisie-
ren, dann erhalten wir g(xo, x1,1) = x§ + x7 — 1, was einen Kreis definiert. Wenn wir andererseits
nach x, dehomogenisieren, erhalten wir g(1,x;,x,) = 1+ xf — x2 = 1+ (x; + x2)(x; — x2). Die
Nullstellenmenge dieses Polynoms ist eine Hyperbel.

Das konnen wir folgendermaflen visualisieren: Das reelle Bild der durch g definierten affinen
Varietit V(g) c A3 ist ein Kegel in R?. Die affinen Varietiten V, (¢) n D; entstehen durch Schnitt
von V(g) mit der Ebene V(x; —1). Je nachdem, wie der Kegel jeweils zur Ebene liegt, entstehen
dabei qualitativ drei verschiedene Bilder, namlich Ellipse (oder Kreis), Parabel oder Hyperbel.

Ellipse, Parabel und Hyperbel

Bildquelle: Cliffsnotes.com (modifiziert)

Dieses Bild erklart, warum ebene Quadriken als Kegelschnitte oder Koniken bezeichnet werden.

Frage 3.6. Wie muss man den Kegel V(xZ + x{ — x2) schneiden, um eine Parabel zu bekommen?

Zwei allgemeine Dinge haben wir gerade im Fall von Quadriken gesehen:
() Ist X =V.(fi,..., f;) c P" eine projektive Varietit und [ P]:P" — P" eine Projektivitit gege-
ben durch eine Matrix P € GL,,;(k), dann ist [P](X) c P die projektive Varietit

[P)(X) = Vo (A(P%)..... £ (P7)).

Zwei projektive Varietiten X, X’ c P heiflen projektiv dquivalent (iiber k), wenn es eine Pro-
jektivitit [ P] € PGL,; (k) mit [P](X) = X’ gibt.

Im Fall von Quadriken haben wir also gesehen, dass jede nicht-ausgeartete Quadrik in P
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper zu V(xZ + --- + x2) projektiv dquivalent ist.

Ist k = K, so sind alle Mengen von # + 2 Punkten in allgemeiner Lage projektiv dquivalent
(Satz 3.2). In P! sind zwei Mengen von vier (= n + 3) Punkten genau dann projektiv dquivalent,
wenn sie, bis auf Vertauschung, dasselbe Doppelverhiltnis besitzen (siehe dazu Ubung 3.5).

(2) Ist T c k[x, .. .,x,] eine Menge von homogenen Polynomen, so gehort dazu einerseits
die projektive Varietit V = V, (T), andererseits auch die affine k-Varietit V = V(T). Die Varietit
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V heifdt der affine Kegel iiber V. Dann gilt
(ag,...,a,) €V < (Aag,...,Aa,) €V firalle A € K,

was die Bezeichnung als Kegel erklért (vgl. Bild oben).

Die Korrespondenz zwischen Varietdten und Idealen geht ganz dhnlich wie im Affinen, nur
dass man sich auf Ideale beschranken muss, die von homogenen Polynomen erzeugt werden.
Es ist sinnvoll, das gleich wieder in der Sprache der Ringe anstatt nur der Polynome zu sagen.
Ein graduierter Ring ist ein Ring S (kommutativ mit Eins) zusammen mit einer Zerlegung der
additiven Gruppe (S, +) in eine direkte Summe
S=EP S
d>0

derart®, dass fiir die Multiplikation gilt
Sd : Se c Sd+e-

Die Elemente von S; heiflen die homogenen Elemente vom Grad d in S. Jedes Element s € S
hat also eine eindeutige Darstellung

S=So+-+sy

als Summe von homogenen Elementen s; € S; (fiir ein N > 0). Fiir s € S bezeichnet s; immer
den homogenen Anteil vom Grad d von s. Das wichtigste Beispiel ist natiirlich der Polynomring
k(%05 .. >xu] = P k[x0 - >%n]d>
d>0
wobei k[xo, . . ., X, |4 den Raum der homogenen Polynome vom Grad d bezeichnet®”. Eine gradu-
ierte k-Algebra ist ein graduierter Ring S, der k als Teilring enthilt, mit k ¢ Sy. Der Polynomring
ist offensichtlich eine graduierte k-Algebra.

Lemma und Definition 3.7. Es sei S ein graduierter Ring. Ein Ideal I von S heif3t homogen,
wenn es die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt:
(1) Das Ideal I wird von homogenen Elementen erzeugt.
(2) Fiir jedes s € S gilt: Genau dann liegt s in I, wenn alle homogenen Teile s, in I liegen.
(3) Esgilt I = @y50(I N Sy), d.h. jedes Element von f € I hat eine eindeutige Zerlegung
f = fo+--+ fy in homogene Elemente f; € I n S,.

Beweis. Ubung 3.11. u
Korollar 3.8. Summen, Produkte, Durchschnitte und Radikale homogener Ideale sind homogen.

Beweis. Bei Summen und Produkten ist es klar aus Lemma 3.7(1), bei Durchschnitten aus (2).
Fiir das Radikal, siehe Ubungen. |

Korollar 3.9. Genau dann ist ein homogenes Ideal I ein Primideal, wenn gilt: Sind f, g € S homo-
gene Elemente mit fg € I, so folgt f € I oder g € I.

Allgemeiner kénnen die S statt durch Z, auch durch Z, Z” oder sogar ein beliebiges Monoid indiziert sein.
3Das Nullpolynom hat den Grad —oo. Nach dieser Definition ist es aber gleichzeitig homogen von jedem Grad.
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Beweis. Folgt aus Lemma 3.7(2). [

Proposition 3.10. Die Vereinigung endlich vieler projektiver k-Varietiiten ist wieder eine projektive
k-Varietdt, ebenso der Durchschnitt beliebig vieler projektiver k-Varietditen. Der ganze Raum IP" und
die leere Menge sind projektive k-Varietiiten.

Beweis. Vollig analog zum Fall affiner k-Varietéiten (Prop. 1.2). |

Wie im affinen Fall bilden die projektiven k-Varietdten in [P die abgeschlossenen Teilmengen
einer Topologie, die wieder die k-Zariski-Topologie genannt wird. Die projektiven k-Varietiten
sind die Zariski-abgeschlossenen oder k-abgeschlossenen Teilmengen von P”. Die kleinste
projektive k-Varietdt, die eine Menge M c P" enthilt, heif3t der k-Zariski-Abschluss von M.

Ist M c P" eine Teilmenge, dann bilden wir dazu das homogene k-Verschwindungsideal
Z.(M)= {f € k[xo,...,x,] homogen mit f(p) =0 firalle p ¢ M} .

Der Zariski-Abschluss von M ist genau die Menge M = V, (Z,(M)). Irreduzibilitit und irredu-
zible Komponenten projektiver Varietiten verhalten sich genauso wie im Affinen. Genau dann
ist eine projektive k-Varietit irreduzibel tiber k, wenn ihr homogenes k-Verschwindungsideal
prim ist (vgl. Prop. 1.9). Jede projektive k-Varietit ist in eindeutiger Weise die Vereinigung ihrer
irreduziblen Komponenten (vgl. Satz 1.13). Die Beweise sind die gleichen.

Als ndchstes iibertragen wir den Nullstellensatz in die homogene Situation. Dabei muss man
die folgende wichtige Feinheit beachten: Natiirlich gilt V. (1) = @, aber es giltauch V, (xo, . .., x,) =
@, da die homogenen Koordinaten eines Punktes niemals alle 0 sein kénnen.

Definition 3.11. Das Ideal (xy, ..., x,) heif3t das irrelevante Ideal von k[x,, ..., x,].

Das irrelevante Ideal ist das einzige homogene, maximale Ideal von k[xy, ..., x,]. Der Name
ist irrefiihrend, denn das irrelevante Ideal ist fiir die kommutative Algebra enorm wichtig.

Satz 3.12 (Projektiver Nullstellensatz). Es sei I ¢ k[xy, ..., x,] ein homogenes Ideal.
(1) Genau dann gilt V. (I) = @, wenn (xq,...,%x,) C VI
(2) Falls V(I) # @, so gilt T.(V,(I)) = V1.

Beweis. Essei V = V,(I) c Prund V = V(I) c A™. (1) Es gilt V = @ genau dann, wenn
V c {(0,...,0)}. Dies wiederum ist nach dem starken Nullstellensatz (Satz 1.34) dquivalent zu
(X0s+..» %) cZ(V) = VI

(2) Es gelte V # @. Nach dem starken Nullstellensatz gilt Z(V) = /1. Wir miissen also
Z(V) = Z.(V) zeigen. Die Inklusion von rechts nach links ist klar. Ist umgekehrt f € Z(V)
und p € V, so folgt Ap € V und damit f(Ap) = 0 fiiralle A € K. Ist f = f + - + fy die
Zerlegung von f in seine homogenen Teile, so folgt daraus f;(p) = 0 fird = 0,...,N,da K
als algebraisch abgeschlossener Korper unendlich viele Elemente enthilt. Also folgt f; € Z(V),
damit auch f; € Z, (V) fir alle d und somit f € Z, (V). n
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Korollar 3.13. Essei S = k[xq, ...,x,] und I c S ein homogenes Ideal. Aquivalent sind:
(i) V+(I) =
(ii) es gibt eind > 0 mit Sy c I;

(iii) es gibt eind > 0 mit x&,..., x4 € I;

(iv) es gibt ein d > 0 mit (xq,...,x,)? ¢ I;

Beweis. (i)<>(iii) ist Satz 3.12(a). Istx? € I fiiri = 0,...,n,s0giltS, c I fiire > (n+1)(d-1); denn
tiir solches e kommt in jedem Monom vom Grad e mindestens eine der Variablen mit Exponent
mindestens d vor. Das zeigt (iii)=(ii). Die Implikationen (ii)=(iv) und (iv)=(i) sind klar. =

Korollar 3.14. Die Zuordnungen V — I, (V) und I —» V. (I) sind zwischen den Mengen
{projektive k-Varietditen in P"} <> { Homogene Radikalideale  k[xq, ..., x,]}
{irreduzible projektive k-Varietdten in A”} < {Homogene Primideale ¢ (xo, ..., xn)}

zueinander invers und definieren jeweils eine Bijektion, wobei wir der leeren Varietiit das irrelevante
Ideal (xy, ..., x,) zuordnen. n

Wie bei affinen Varietdten kann man vom Polynomring zum Restklassenring modulo dem
Verschwindungsideal iibergehen. Es sei X c P” eine projektive k-Varietit. Dann heif3t

ko [X] = k[0, 2]/ T2 (X)

der homogene Koordinatenring von X. Da Polynome schon keine Funktionen auf P” definie-
ren, sind die Elemente von k. [X] auch keine Funktionen auf X. Dafiir erbt k,[X] vom Poly-
nomring die Graduierung: Sei f € k[xy,...,x,] ein homogenes Polynom, f # 0, und sei f die
Restklasse von f in k. [X]. Dann definieren wir

deg(f) = deg(f).

Dass das wohldefiniert ist, liegt daran, dass Z, (X) ein homogenes Ideal ist. Denn sind fi, f, €
k[xo,...,X,] homogen mit f; = f5, dann gilt also f; - f, € Z,(X). Da Z,(X) homogen ist, be-
deutet das nach Lemma 3.7, dass alle homogenen Teile von f; — f; in Z, (X) liegen. Weil f; und
f> homogen sind, folgt daraus deg( ;) = deg(f,) oder f;, f» € Z,(X) und damit f; = f, = 0 in
k. [X]. Wir haben bewiesen:

Proposition 3.15. Der homogene Koordinatenring k.[X| einer projektiven k-Varietit X c P ist
eine graduierte k-Algebra, mit der vom Polynomring induzierten Graduierung. |

Sei S = k,[X] und d > 0. Die Gruppe S; der homogenen Elemente vom Grad d ist ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Ist ndmlich I = Z, (X) und

I;= {f € I: f homogen vom Grad d},
dann ist I; ein Untervektorraum von k[x, ..., X, |4 und S; der Quotientenvektorraum
Sd = k[xo, ve ,x,,]/Id.

Die Dimensionen der verschiedenen homogenen Teile S; (bzw. I;) enthalten eine Reihe von

Informationen tiber die Varietdt X. Darauf kommen wir spater zuriick.
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UBUNGEN
n+d)

Ubung 3.10. Zeigen Sie: Der Vektorraum k[xo, . . ., x, |4 hat die Dimension ( .

I"Jbung 3.11. Beweisen Sie Lemma 3.7.

Ubung 3.12. Sei I ein homogenes Ideal in einem graduierten Ring S. Zeigen Sie, dass auch das Radikal
V1 ein homogenes Ideal ist.

Ubung3.13. Esseik = KundT = {py,..., ps} eine Menge von d Punkten in P". Zeigen Sie: Wenn I nicht
in einer Geraden enthalten ist, dann gibt es homogene Polynome vom Grad < d — 1, die I beschreiben.

Ubung 3.14. Sei k = K und sei L c P" ein projektiver Unterraum der Dimension r. Zeigen Sie, dass das
homogene Verschwindungsideal Z, (L) c k[xo, ..., x,] von n — r Linearformen erzeugt wird. Zeigen Sie
auflerdem, dass es nicht moglich ist, Z, (L) mit weniger als n — r Elementen zu erzeugen.

Ubung 3.15. Sei k = R. Bestimmen Sie

(a) alle Normalformen von Kegelschnitten in P2,

(b) alle Normalformen von nicht-ausgearteten Quadriken in P3,

(c) die affinen Quadriken, die als Schnitt mit Dy = A% bzw. Dy = A® entstehen.

Ubung 3.16. Formulieren und beweisen Sie die projektive Version von Kor. 1.49: Sei X c P" eine projekti-
ve k-Varietdt. Wie sieht die Korrespondenz zwischen abgeschlossenen Untervarietiten von X und Idealen
in k. [ X] aus? Wie sehen im Fall k = K die Ideale aus, die Punkten von X entsprechen?

Ubung 3.17*. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien Ly, ..., Ly € IP’?< vier Geraden.

Beweisen Sie, dass es mindestens eine Gerade gibt, die jede der Geraden Ly, ..., L4 schneidet.

3.4. HOMOGENISIERUNG UND PROJEKTIVER ABSCHLUSS

Wir haben schon gesehen, wie man von homogenen Gleichungen, die eine projektive Varie-
tat definieren, durch Dehomogenisieren zu inhomogenen Gleichungen iibergeht, die eine affine
Varietit definieren: Sind fi,..., f, € k[xo,...,x,] homogen und ist X = V,.(fi,..., f;), dann
definieren f; = f;(1,xy,. .., x,) die affine Varietit X n Dy = V(fi, ..., f,) c A",

Es geht auch umgekehrt: Sei g € k[x;, ..., x,] ein inhomogenes Polynom. Setze
* deg(g) ﬂ ﬁ
g =x, g(xo,...,xo).

Das Polynom g* ist homogen vom Grad deg(g) und heif}t die Homogenisierung von g beziig-
lich xy. Noch expliziter kann man das so ausschreiben: Ist g = 3,z ¢, +-x;", dann ist

d _
g* — Z Cocxoeg(g) |“|x{’61__'xan-

n
n
aell}

Beispiel 3.16. Die Homogenisierung von x — y? + 1 beziiglich der Varibalen z ist xz — y* + z2.

Proposition 3.17. Es seien g, g1, g2 € k[x1,...,x,]| und seien f, fi, f, € k[xo, ..., x,] homogen. Es
gelten die folgenden Aussagen:

@) fi+fo=hi+found fifs = fifs
(2) (£1£2)* = &' & und falls deg(g,) = deg(g2), dann auch (g + )" = g + &
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() g=g5
(4) f=xi(f)" fiireinm > 0.

Beweis. Ubung 3.18. |

Bemerkung 3.18. Ist f € k[x,...,x,] homogen vom Grad d, dann kann der Totalgrad von f
kleiner als d sein. Nach (4) passiert das genau dann, wenn in f keines der Monome x?, . .., x4
vorkommt oder, d4quivalent, wenn f durch x, teilbar ist. Ist zum Beispiel f = x] + xox7 + xox1X2,

dann ist f = 1+ x{ + x;x; und damit (f)* = x3 + x{ + x1x,.

Als erstes diskutieren wir kurz den Fall n = 1. Homogene Polynome in zwei Variablen heiflen
auch bindre Formen. Damit kann man im Prinzip fast genauso rechnen wie mit inhomogenen
Polynomen in einer Variablen.

Satz 3.19. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f € K[ x,, x;] eine bindre Form vom
Grad d. Dann gibt es ay, ..., a4, by, ..., b4, c € K mit

f=c-(bixo— aix;)---(baxo — agx;) und damit

Vi(f) ={[anbi),.... [aa bs]} c P

Beweis. Das folgt leicht aus der entsprechenden Aussage fiir inhomogene Polynome in einer Va-
riablen. Sei f = f(1,x;) € K[x;] die Dehomogenisierung von f, e = deg(f) < d. Weil K algebra-
isch abgeschlossen ist, zerfallt f in Linearfaktoren, also

]7= c-(x—c1) (21— ce)

fiir c,cp,...,c. € K. Wegen f = xd7¢(f)* folgt daraus
f=c (- cxo)(x1 = coxo) - x3°. n

Ist f eine bindre Form ungleich 0, dann heiflen die endlich vielen Punkte V, ( f) in P! die Null-
stellen von f. Ob zwei bindre Formen eine gemeinsame Nullstelle haben, kann man wieder mit
Resultanten testen. Es ist sogar etwas einfacher als im inhomogenen Fall, weil man nicht aufpas-
sen muss, ob der Leitkoeffizient ungleich 0 ist. Sind f und g zwei bindre Formen mit deg(f) = d
und deg(g) = e, dann definieren wir die Resultante von f und g als Res(f, g) = Resq..(f>2).

Korollar 3.20 (zu Satz 1.25). Es seien f,g € k[xo,x;] zwei binire Formen vom Grad d bzw. e.
Genau dann haben f und g eine gemeinsame Nullstelle in P, wenn Res(f, g) = 0 gilt.

Beweis. Aus der Zerlegung in Linearfaktoren iiber k wie im obigen Satz sehen wir: Genau dann
haben f und g eine gemeinsame Nullstelle, wenn f und g eine gemeinsame Nullstelle haben oder
wenn x, ein Teiler von f und g ist. Im zweiten Fall haben f und g die gemeinsame Nullstelle [0, 1].
Wenn deg(f) = d und deg(¥) = e, dann ist x, kein Teiler von f und g und die Behauptung folgt
aus Satz 1.25. Tatsédchlich zeigt der Beweis (Lemma 1.24), dass es auch ausreicht, wenn nur eine
der Gleichheiten deg(f) = d und deg(g) = e gilt. Es bleibt also nur der Fall deg(f) < d und
deg(g) < e. In diesem Fall sind f und g beide durch x, teilbar. Die Sylvestermatrix Syl, ,(f, g)
hat dann eine Nullspalte, also ist die Resultante 0. |
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Ist I ein Ideal in k[x;, . .., x,, ], dann schreiben wir
(e,
ein homogenes Ideal in k[xy, ..., x,].

Proposition 3.21. Essei V c A" eine affine Varietdit mit Verschwindungsideal Z( V') und sei X c P"
der Zariski-Abschluss von V (als Teilmenge von D, c P") in P". Dann gilt

Z.(X)=Z(V)".
Die projektive Varietdt X heifit der projektive Abschluss von V.

Beweis. Ist f € Z(V), so verschwindet f* auf V und damit auch auf X. Also gilt Z(V')* c Z, (X).
Umgekehrt sei f € Z, (X) homogen. Schreibe f = x{"g mit xo + g, m > 0. Dann verschwindet g
auf V, also gilt g€ Z(V'). Wegen x, + g, folgt g = (g)* € Z(V)*, also auch f e Z(V)*. n

Ist X der projektive Abschluss von V und H = V(x,) die Hyperebene im Unendlichen, dann ist
Vo=XnNnH
die Varietdt der unendlich fernen Punkte von V. Das Verschwindungsideal von V,, ist

To(Vae) = {f(0,x1 .., %,): f € T(V)* ).

Man kann dieses Ideal auch ohne den Umweg tiber Z(V')* als das Ideal der Leitformen beschrei-
ben (siehe Ubung 3.20).

Warnung 3.22. Man muss vorsichtig sein, wenn man die Homogenisierung eines Ideals iiber
seine Erzeuger beschreiben will. Ist zum Beispiel n = 2 und f; = x; und f, = x; + 1, dann gilt
(fo> fi) = k[x0,...,x,] und somit V(fi, f») = &, aber (f;", f*) = (x1, %0 + x1) = (%0, %1), also
V. (fss fi) = {[0,0,1]}.

Dieses Problem tritt nicht auf, wenn man nur eine Gleichung hat, d.h. fiir f € k[xj,...,x,]
ist der projektive Abschluss der affinen Hyperfliche V(f) immer V, (f*) (siche Ubung 3.19).

Im allgemeinen lasst sich das Problem vermeiden, indem man mit einer Grobnerbasis arbei-
tet. Es sei < eine Monomordnung auf k[xi, ..., x,] mit x* < x# fiir alle a, B € Z" mit |a| < |
(z.B. glex oder grevlex). Dann definieren wir eine Monomordnung auf k[ x,, ..., x,]| durch

xgx* < x(xf < (a<Podera=pnra<bh).
(Es ist leicht zu tiberpriifen, dass <’ tatsachlich eine Monomordnung ist.

Proposition 3.23. Es sei [ ein Ideal in k[xy,...,x,] und G eine Grébnerbasis von I beziiglich <.
Dann ist G* = {g*: g € G} eine Grébnerbasis von I* beziiglich <. Insbesondere gilt I* = (G*).

Beweis. Da I* von homogenen Polynomen erzeugt wird, gentigt es zu zeigen: Ist f € I* homogen,
dann gibt es g € G derart, dass LM ( f) von LM (g*) geteilt wird. Sei also f € I* homogen vom
Grad d, f # 0, dann hat f die Gestalt

f= 2

d
i=0
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mit f; € I und deg(f;) = i (oder f; = 0), fiiri = 0,...,d. Sei i der grofite Index mit f; # 0. Es folgt
LMo (f) = LMo (x3 7' f;") = x5 ' LM<(f)).

Da G eine Grobnerbasis von [ ist, gibt es dann g € G derart, dass LM¢( f;) von LM(g) geteilt
wird. Also wird LM (f) von LM (g*) geteilt und die Behauptung folgt. u

UBUNGEN

l"Jbung 3.18. Beweisen Sie Prop. 3.17.
Ubung 3.19. Zeigen Sie: Fiir f € k[xy, ..., x,] gilt (f)* = (f*).

Ubung 3.20. Essei V c A" eine affine k-Varietit, X c P" ihr projektiver Abschluss. Fiir f € k[xi, ..., x,]
mit deg(f) = d bezeichne LF(f) = f; den homogenen Teil vom héochsten Grad, die Leitform von f.
Zeigen Sie:

L (Veo) = {LE(f): f € Z(V)).
Ubung 3.21. Bestimmen Sie die unendlich-fernen Punkte von Kreis, Parabel und Hyperbel in der Ebene.

Ubung 3.22. (a) Essei V c A" eine affine k-Varietit. Zeigen Sie, dass V genau dann irreduzibel ist, wenn
der projektive Abschluss von V' in P" irreduzibel ist.

(b) Sei X c P" eine irreduzible projektive k-Varietit. Zeigen Sie: Ist X irreduzibel und X ¢ V, (xo), so ist
auch X n Dy irreduzibel.

Ubung 3.23. Es seien A, B € Mat,,»,, (k) zwei Matrizen und setze
L;= {(a,-lt +Dbit,. .. aint +biy):t€ K} c A",

Die Mengen Ly, ..., L, sind parametrisierte Geraden in A". Betrachte die Inklusion A" = Dy c P" und
sei L; der projektive Abschluss von L;. Zeige, dass die Schnitpunkte L; n V; (xo) mit der Hyperebene im
Unendlichen genau dann projektiv unabhingig sind, wenn die Matrix A invertierbar ist.

3.5. ABBILDUNGEN ZWISCHEN PROJEKTIVEN VARIETATEN

Essei X c P eine projektive Varietit. Ahnlich wie bei affinen Varietéiten kdnnen wir polyno-
miale Abbildungen X — PP" definieren. Dabei gibt es aber einiges zu beachten. Seien fo, ..., f, €
k[xo, ..., %] Polynome. Welche Bedingungen miissen die Polynome erfiillen, damit

_{X — P
Lo = ). fulp)]

eine wohldefinierte Abbildung ist? Ist p = [v] fiir v € K™, dann muss [ fo(v),..., fu(v)] =
[fo(Av), ..., fu(Av)] fiir alle A € K* gelten. Das ist der Fall, wenn fy, ..., f, alle homogen vom
selben Grad d sind. Denn dann gilt

V), fu)] = A o), ML) = [S(V)s - fu(0)].

Da auflerdem nicht alle homogenen Koordinaten eines Punkts gleichzeitig Null sein kénnen,

dirfen fy, ..., f, nicht gleichzeitig auf X verschwinden. Zusammengefasst muss also gelten:
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(1) fo--.., fu sind alle homogen vom selben Grad;

2) Vi(for--» fa)n X =2.
Sind diese beiden Bedingungen erfiillt, dann ist ¢ wohldefiniert. Ist Y c P* eine projektive Va-
rietdt mit ¢(X) c Y, dann kdnnen wir ¢ wieder als Abbildung

go:X—>Y

auffassen. Wie im Affinen ist jede solche Abbildung ein Morphismus von projektiven k-Varietdten.
Im Unterschied zum Affinen ist dies aber nicht die Definition, sondern nur ein Spezialfall. Wir
werden spéter sehen, warum das so ist. Einen Morphismus, der in dieser Weise definiert ist,
nennen wir eine globale Polynomabbildung'* zwischen projektiven k-Varietiten.

Beispiel 3.24. Betrachte die Abbildung
(p:]P’1 - P3, [x,y] [x3,x2y, xyz,y3].

Die angegebenen Polynome sind homogen vom Grad 3 und verschwinden nicht gleichzeitig auf
P!, so dass ¢ eine globale Polynomabbildung ist. Das Bild C = ¢(P!) heift die verdrehte Kubik
in P3. Der Schnitt von C mit Dy 2 A3 ist genau die verdrehte Kubik in A’. Die verdrehte Kubik
ist eine projektive Varietit, es gilt nimlich

fo =Z2022 — le,
C=V.(fo, fi» o), mit h =20z - 2122,
fr=2z5 - 23
Die Kurve ist also der Durchschnitt von drei Quadriken in P3. Man kann aber keine der drei
Gleichungen fo, fi, f» weglassen. Das ist aus folgendem Grund bemerkenswert: C ist eine Kurve
in IP3, hat also die Dimension 1 (auch wenn wir die Dimension immer noch nicht formal definiert
haben). Jede Gerade in IP? ist der Durchschnitt von zwei Ebenen. Man kénnte deshalb erwarten,
dass jede Kurve in P? der Durchschnitt von zwei Flidchen ist. Die verdrehte Kubik ist aber minimal
als Durchschnitt von drei Flichen gegeben.
Allgemeiner ist die rationale Normalkurve in P" das Bild der globalen Polynomabbildung

p:P' > P, [x, y] =[x x" My, xy" Ly
Das alles werden wir in den Ubungen genauer betrachten (Ubungen 3.24 und 3.25).
Niemand sagt, dass Abbildungen iiberall definiert sein miissen. Es sei X c P eine irreduzible
projektive k-Varietit und seien fy, . .., f, € k[ X, . .., X, ] Polynome mit folgenden Eigenschaften:
(1) fo>.--> fm sind homogen vom selben Grad;

(2) Xistnichtin V,(fo,..., f,) enthalten.
Dann heift die Zuordnung
X --» P
(p:

p = [f(p)-.s fu(p)]

"4Diese Terminologie ist nicht sehr iiblich. Wir verwenden sie nur iibergangsweise, bis zur allgemeinen Definition
eines Morphismus.
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eine lokale Polynomabbildung ® von X nach IP" (iiber k). Sie ist als Abbildung nur in den Punk-
ten p € X\V,(fo, ..., f») definiert, was durch den gestrichelten Pfeil angedeutet wird. Bedingung
(2) stellt sicher, dass es solche Punkte tiberhaupt gibt. Das Bild einer lokalen Polynomabbildung
ist definiert als (X \ V. (fo, ..., f»))- Falls das Bild in einer Varietit Y c P" enthalten ist, dann
fassen wir ¢ wieder als lokale Polynomabbildung zwischen X und Y auf und schreiben

p:X-->Y.

Das wichtigste Beispiel fiir eine lokale Polynomabbildung ist die Projektion 7z,:P" - - > P""! von
P mit Zentrum p. Wie wir gesehen haben, ist die Projektion im Zentrum p selbst undefiniert.
Fir p =[1,0,...,0] ist sie als lokale Polynomabbildung durch

Tp[X0s o os Xn] = [X15 0005 Xy ]

gegeben. Dabei gilt p = V., (xy, ..., X, ), was bestitigt, dass 77, genau im Zentrum undefiniert ist.

Sei weiterhin p = [1,0,...,0] und sei X c P eine irreduzible projektive k-Varietit. Falls
p € X, aber nicht X = {p}, so ist die Einschrinkung der Projektion 7, auf X eine lokale Poly-
nomabbildung 7,: X --» P"!. Falls p ¢ X, dann ist 7r,: X — [P"~! sogar eine globale Polynomab-
bildung. Indem wir P"! mit H = V,(x,) identifizieren, konnen wir 7, wie zuvor geometrisch

interpretieren: Das Bild eines Punktes q € X unter 7, ist der Schnittpunkt der Gerade pg mit H.

Projektion einer Raumkurve in die Ebene. Bildquelle: [Harris], S. 35

5 Auch diese Terminologie ist nur provisorisch und wird spiter durch den Begriff der rationalen Abbildung abgeldst.
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UBUNGEN

Ubung3.24. Essei C c P° dieverdrehte Kubik, das Bild der Abbildung P' — IP3, [x, y] = [x°, x2y, xy%, y*].

(a) Esseien fy = 2022 — 27, fi = 2023 — 2122, f2» = 2123 — Z5. Beweisen Sie, dass C = V(fo, fi, f>) gilt.
(b) Zeigen Sie, dass das Verschwindungsideal Z, (C) von fy, fi, f> erzeugt wird. (Vorschlag: Macaulay2)
(c) Beweisen Sie, dass C in keiner Ebene in P? enthalten ist.
(d) Bestimmen Sie die Varietit V. ( fo, f1).
(e) Zeigen Sie, dass Z, (C) nicht von zwei Elementen erzeugt wird. (Hinweis: Welche linearen und qua-
dratischen Polynome liegen in 7, (C)?)
(f) Es seien
g1 = 2022 — zf und ¢ =2(z123 - z%) - z3(2023 — 2122).

Zeigen Sie, dass V.. (g1, g2) = C gilt. Erkldren Sie den Zusammenhang mit (e).

Ubung 3.25. Essei C c P" die rationale Normalkurve, also das Bild der Abbildung
e:P P [x, y] =[x X"y, xy" T .

(a) Bestimmen Sie quadratische Formen, die C definieren.

(b) Zeigen Sie: Jede Menge von d + 1 verschiedenen Punkten auf C ist projektiv unabhingig (also ein
homogenes Koordinatensystem). (Hinweis: Vandermonde-Matrizen)

(c) Seim eine natiirliche Zahl, 1 < m < n—1. Zeigen Sie, dass C genau die Menge der Punkte [ay, ..., a,] €
IP" ist, fiir welche die (n — m +1) x (m + 1)-matrix

ap a a © Am-1 Am
a a; - : © Am+l
a
an-1
| An-m * : © Ap-1 An |

den Rang 1 hat.

Ubung 3.26. Berechnen Sie das Bild der verdrehten Kubik C c P* unter den Projektionen mit den fol-
genden Zentren p € P°: (a) p = [1,0,0,1]; (b) p = [0,1,0,0]; (c) p = [1,0,0,0].

(Projiziert wird auf das orthogonale Komplement des Zentrums, in (a) z.B. auf die Ebene V. (xo + x3).)
Was passiert mit der Projektion C - - > P? im Zentrum p?

Ubung 3.27. Es seien S und T zwei graduierte k-Algebren. Ein Homomorphismus a:S — T von k-
Algebren heifit homogen vom Grad d, wenn «(S,) c T, fiir alle e > 0 gilt.

Zeigen Sie: Sind X ¢ P" und Y c P" zwei projektive k-Varietdten und ist ¢: X — Y eine globale Poly-
nomabbildung, dann induziert ¢ einen homogenen Homomorphismus k. [Y] — k. [X] von graduierten
k-Algebren. Wie sieht es mit der Umkehrung aus?

I"Jbung 3.28%. Es sei C die verdrehte Kubik in P? und C c A* der affine Kegel iiber C. Zeigen Sie, dass C
nicht zu A% isomorph ist. (Vorschlag: Zeigen Sie, dass der Koordinatenring k[C] = k[zo, 21, 22, 23]/Z (C)
nicht zu k[ x, y] isomorph ist. Betrachten Sie dazu M = (2, z1, 23, z3) ¢ k[C] und bestimmen Sie M/M?2.)
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3.6. EBENE KURVEN UND DER SATZ VON BEzouT

Im ersten Kapitel haben wir die irreduziblen k-Varietdten in der affinen Ebene bestimmt (Satz
1.20). Diese Klassifikation tibertrédgt sich auf die projektive Ebene. Eine ebene projektive Kurve
ist eine Hyperfliche in P2, also von der Form V. (f) fiir ein reduziertes homogenes Polynom
f € k[x0,x1,%2], f ¢ k. Der Grad der Kurve V., (f) ist der Totalgrad von f. Wie in der affinen
Ebene sind die Kurven die einzigen echten, unendlichen k-Varietiten in P2.

Satz 3.25. Es sei X eine irreduzible projektive k-Varietit in der Ebene P2. Dann tritt genau einer
der folgenden drei Fille ein:

(1) X enthdlt hochstens endlich viele Punkte;

(2) X =P%

(3) X ist eine Kurve in IP2.

Beweis. Falls X endlich ist, sind wir im ersten Fall. Falls X unendlich ist, dann ist auch einer
der affinen Teile X n D; (i = 0,1,2) unendlich. Durch Vertauschen der Koordinaten kénnen
wir annehmen, dass X n D, unendlich ist. Falls X n Dy = D,, so folgt X = P2. Andernfalls ist
X n Dy nach Satz 1.20 eine affine Kurve, es gibt also ein irreduzibles, nicht-konstantes Polynom
f € k[xi,...,x,] derart, dass X n Dy = V(f) (beachte Ubung 3.22). Der projektive Abschluss
V. (f*) von V(f) ist dann in X enthalten und da X irreduzibel ist, folgt X = V, (f*). u

Satz 3.26 (Satz von Bézout'®). Seien X und Y zwei Kurven in P> vom Grad d bzw. e, ohne ge-
meinsame irreduzible Komponenten. Dann ist X n'Y nicht leer und besteht aus hochstens d - e
Punkten.

Beweis. Essei X =V, (f)und Y =V, (g), mit f, g € k[xo, x1, x,] homogen, deg(f) = d, deg(g) =
e. Aus Satz 3.25 wissen wir bereits, dass X n Y nur endlich viele Punkte enthalten kann, wenn f
und g teilerfremd sind. Wir kénnen k = K annehmen, da dies auf die Aussage keinen Einfluss
hat. Da K ein unendlicher Korper ist, gibt es einen Punkt p, € P2, der folgende Bedingung erfiillt:
(*) Der Punkt p, liegt nicht auf X oder Y und auch nicht auf einer der endlich vielen Ver-
bindungsgeraden pq, fiir p,ge X nY, p #¢.
Durch einen projektiven Koordinatenwechsel kénnen wir p, = [1, 0, 0] erreichen.

Betrachte die Resultante Res( f, g) von f und g beziiglich der Variablen x,. Aufgrund der
Struktur der Sylvestermatrix ist Res( f, g) eine binire Form vom Grad de in x;, x, (siche Ubung
3.29). Nach Satz 3.19 hat Res( f, ¢) also mindestens eine und hochstens de verschiedene Nullstel-
len. Wir behaupten, dass diese Nullstellen mit X n Y in Bijektion stehen. Denn ist [a;, a,] € P!
mit Res( f, g)(a1,a,) = 0, dann bedeutet das nach Kor. 3.20, dass f(xo, a1, a,) und g(x, a1, a,)
eine gemeinsame Nullstelle a, haben. Mit anderen Worten, es gilt dann [ag, a;,d,] € X n Y.
Nach Wahl von p, kann zur Nullstelle [ a;, a, ] nicht mehr als ein Schnittpunkt von X und Y kor-
respondieren. Umgekehrt gelangt man genauso von einem Schnittpunkt von X und Y zu einer
Nullstelle von Res( f, g). Damit ist der Satz bewiesen. n

Korollar 3.27. Je zwei unendliche projektive k-Varietditen in P> haben einen gemeinsamen Punkt.

6frENNE BEZOUT (1730-1783), franzdsischer Mathematiker
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Beweis. Nach Satz 3.25 enthilt jede unendliche projektive k-Varietit in P2 eine projektive Kurve.
Nach dem Satz von Bézout haben je zwei Kurven in IP? einen Schnittpunkt. |

Die obige Version des Satzes ist nur eine schwache Form, weil sie Vielfachheiten von Schnitt-
punkten nicht beriicksichtigt. Ist z.B. X = V, (xox; — x3) und Y = V,(x;), so besteht X N Y nur
aus dem einen Punkt [1,0, 0]. Die Gerade Y ist aber in diesem Punkt an die Konik X tangential,
deshalb sollte der Schnittpunkt doppelt gezahlt werden.

Im Allgemeinen kann man das folgendermafen tun: Seien f, g € k[xo, x1, x| zwei homoge-
ne Polynome ohne gemeinsame irreduzible Faktoren mit deg(f) = d und deg(g) = e und sei
Res(f, g) die Resultante von f und g beziiglich x,. Seien X =V, (f) und Y =V, (g) die zugeho-
rigen Kurven. Angenommen fiir den Punkt p, = [1,0, 0] ist die Bedingung (*) aus dem Beweis
des Satzes von Bézout erfiillt. Andernfalls wechseln wir die Koordinaten so, dass die Bedingung
erfiillt ist. Wie gerade gezeigt gibt es dann eine Bijektion zwischen den Nullstellen von Res( f, g)
und den Schnittpunkten von X und Y.

Essei p € XnY. Definiere die Schnittmultiplizitit I,(f, g) von f und g in p als die Vielfach-
heit der zugehorigen Nullstelle von Res( f, ). Das Problem mit dieser Definition der Schnittmul-
tiplizitat ist, dass wir im allgemeinen einen Koordinatenwechsel brauchen, um die Bedingung (*)
herzustellen, und wir wissen nicht, dass die Schnittmultiplizitit von diesem Koordinatenwechsel
unabhingig ist. (Mit anderen Worten, wir miissen beweisen, dass die Schnittmultiplizitit unab-
hingig von der Wahl des Punktes p, mit der Eigenschaft () ist.) Diesen Schritt lassen wir hier
aus; siehe [Cox-Little-O’Shea], §8.7, Lemma 11, fiir einen direkten Beweis.

Wenn wir die Wohldefiniertheit der Schnittmultiplizitit als gegeben voraussetzen, erhalten
wir die folgende Verstirkung:

Satz 3.28 (Satz von Bézout — starke Form). Seien f, g € k[x, x1, x,| zwei homogene Polynome
ohne gemeinsame irreduzible Faktoren mit deg(f) = d und deg(g) = e und seien X =V, (f) und
Y =V, (g) die zugehdirigen ebenen projektiven Kurven. Dann gilt

Z In(f,g) = de.

peXnY

Beweis. Dies folgt aus dem, was wir bereits bewiesen haben, zusammen mit der Tatsache, dass
die Resultante den Grad de hat und damit genau de Nullstellen mit Vielfachheit. |

Bemerkung. Wir haben f und g hier nicht als reduziert vorausgesetzt. Es gilt zum Beispiel
I0,0) (x5, %2) = 2 aber Ipo,01(X1, %2) = 1. Nur die zweite Gleichung entspricht der Tatsache, dass
sich die beiden Geraden V. (x{) = V. (x) und V,(x;) in [, 0, 0] mit Vielfachheit 1 schneiden.

Beispiel 3.29. Hier ein Beispiel aus [Cox-Little-O’Shea] iiber den Schnitt von zwei Kubiken in
IP2, das wir der Bequemlichkeit halber mit Macaulay2 rechnen.

il : R = QQ[x,y,z];
i2 : £0 = x"3+y"3-2%x*y*z;
i3 1 g0 = 2%x"3-4%x"2%y+3*x*y 2+y"3-2%y " 2%z;
i4 : r® = resultant(£0,g0,z)
4 32 23 4 5
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04 =-4xy + 10xy -6xy - 2x*y + 2y

Die Resultante von zwei Kubiken sollte Grad 9 haben, hier sehen wir aber nur Grad 5. Das liegt
daran, dass der Punkt [0, 0,1] auf den beiden Kubiken liegt. Also ist die Bedingung () verletzt. Ver-
suchen wir es ersatzweise mit dem Punkt [0, 1, 0]. Wir konnten einfach mit der Resultante beziiglich
y rechnen. Alternativ konnen wir die Variablen vertauschen.

i5 : phl = map(R’Ry{Z;X;Y})

o5 = map(R,R,{z, x, y})
o5 : RingMap R <--- R

i6 : £ = phi(£0);
i7 : g = phi(g®);
i8 : r = resultant(f,g,z)
9 8 7 2 6 3 54
08 = -56x + 104x y + 24xy - 136xy + 64x vy

Diesmal hat die Resultante r den richtigen Grad. Das Beispiel ist so gewdhlt, dass r tiber QQ faktorisiert:
i9 : factor(r)
5 3
09 = (x) (x - y) (7x + 8y)(-8)
09 : Expression of class Product
Die Resultante hat also die drei Nullstellen [0, 1], [1,1] und [-8, 7] mit Vielfachheiten 5, 3 und 1. Wir
setzen diese Werte in f und g ein, um die korrespondierenden Schnittpunkte zu finden.
i10 : fl=sub(f,{x=>0,y=>1});
ill : gl=sub(g, {x=>0,y=>1});
i12 : decompose(ideal(f1l,gl))
0l2 = {ideal z}

i13 : f2=sub(f,{x=>1,y=>1});
il4 : g2=sub(g,{x=>1,y=>1});
i1l5 : decompose(ideal(f2,g2))
015 = {ideal(z - 1)}

i16 : f3=sub(f, {x=>-8,y=>7});

i17 : g3=sub(g, {x=>-8,y=>71});

i18 : decompose(ideal(£f3,g3))

018 = {ideal(z - 4)}

Der Befehl decompose findet dabei die irreduziblen Komponenten, in diesem Fall die Punkte. Ins-
gesamt erhalten wir die drei Schnittpunkte [0, 0,1] (mit Schnittmultiplizitit 5), [1,1,1] (mit Multi-
plizitit 3) und [4, -8, 7] (mit Multiplizitdt 1). (Weil wir zu jeder Nullstelle der Resultanten nur einen
Schnittpunkt gefunden haben, wissen wir jetzt auch, dass Bedingung (*) diesmal erfiillt ist.)

Natiirlich hitten wir das alles in Macaulay2 auch direkt rechnen kénnen.

i43 : decompose(ideal(f,g))
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043 = {ideal (x - z, y - z), ideal (z, x), ideal (x + 2z, 4y - 7z)}
Das liefert die drei Punkte sofort, allerdings ohne die Schnittmultiplizititen. Um diese auch zu sehen,
hilft hier der mysteriose Befehl

i44 : distinguishedAndMult(ideal(f,qg))
o044 = {{3, ideal(y-z, x-z)}, {5, ideal (z,x)}, {1, ideal (4y-7z, x+2z)}}

UBUNGEN

Ubung3.29. Esseien f, g € k[xq, ..., x,] Formenvom Grad d bzw. e. Zeigen Sie: Die Resultante Res( f, g)
von f und g beziiglich x ist eine Form vom Grad d-e in x4, . . ., x,,. (Vorschlag: Betrachten Sie die Leibniz-

Formel fiir die Determinante der Sylvester-Matrix.)

Ubung3.30. Verwenden Sie die Methode aus Abschnitt 2.5.4 um einen alternativen Beweis fiir die Schran-

ke im Satz von Bézout mit Hilfe von Grobnerbasen zu geben.

Ubung 3.31. (Satz von Pascal” iiber das Hexagrammum Mysticum). Es sei C ein irreduzibler Kegel-
schnitt in P? und seien pi, ..., ps sechs verschiedene Punkte auf C. Dann liegen die drei Schnittpunkte

p7 = LinLymitL; = pip2 und Ly = Papss
Ps = LN Ls mit L, = PeP1 und Ls= P3pa,
P9 = L3N Lg mit Ly = p2p3 und Lg = PsPs

von Verbindungsgeraden auf einer Geraden.

Bildquelle: Wikimedia Commons (Agagach)
Beweisen Sie den Satz nach folgender Skizze: Sei f € k[xg, X1, x2], mit C = V. (f). Betrachte die Kubiken
Xi=LiuLsulLg und Xo=L,ulz3UlLy
und seien gi, g € k[x0, x1, x2]3 mit X; = V. (g1), Xa = V+(g2).Seipe C, p ¢ {p1,..., pe} und setze

g=2(P)ga-a(p)s.

Zeigen Sie, dass g # 0, aber g(p) = g(p1) = --- = g(ps) = 0. Schlieflen Sie mit Hilfe des Satzes von Bézout,
dass f ein Teiler von g sein muss und folgern Sie daraus die Aussage des Satzes.

7BLAISE PAscAL (1623-1662), franzosischer Mathematiker und Universalgelehrter
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3.7. QUADRIKEN UND KEGELSCHNITTE

3.8. SEGRE- UND VERONESE-VARIETATEN

Das Produkt von zwei affinen Raumen ist natiirlich wieder ein affiner Raum, denn es gilt
Amx A" = Amtn_ Bei projektiven Raumen ist das nicht so. Zum Beispiel ist P! x P! nicht dasselbe
wie IP2. Die homogenen Koordinaten sehen vollig anders aus (vier statt drei). Auch die Geome-
trie ist tatsachlich verschieden: Zum Beispiel haben in P? je zwei unendliche k-Varietiten einen
gemeinsamen Punkt (Kor. 3.27). In P! x P! gibt es dagegen die Geraden

L,={p} x P!, fiir p € P!,

und es gilt offensichtlich®® L, n L, = & fiir p # q. Das Produkt von zwei projektiven Rdumen ist
also kein projektiver Raum, sondern etwas Neues.

Es gibt zwei Arten mit dem Produkt von projektiven Rdumen zu arbeiten. Ein Polynom f ¢
k[x0>--->%Xm> Yo» - - -» V] heiflit bihomogen vom Bigrad (d, ¢), wenn es homogen vom Grad d
in xo, ..., X, und homogen vom Grad e in yy,..., y, ist. Ist T c k[X¢, ..., X, Yo, ..., Vn] €ine
endliche Menge von bihomogenen Polynomen (nicht unbedingt vom gleichen Bigrad), dann ist

X ={(p,q) eP" xP" f(p,q) =Ofiiralle f € T}

eine wohldefinierte Teilmenge von P™ x P", und man kann Untervarietiten des Produkts, die
k-Zariski-Topologie auf P x P" usw. in dieser Weise definieren.

Allerdings ist P x P" auch in natiirlicher Weise eine projektive k-Varietdt, mit Hilfe der
folgenden Konstruktion. Betrachte den projektiven Raum

P(Mat(m+1)x(n+l)(K)) ~ P(Kmn+m+n+l) — ]P)mn+m+n

aller Matrizen der Grofle (m +1) x (n +1). Das ist ein stinknormaler projektiver Raum, nur mit
doppelter Indizierung der Koordinaten. Betrachte weiter die Abbildung

[ PruxPr s prmen
{ (Wh[v]) = [w-v7]
Dabei ist u-vT also die (m+1) x (n+1)-Matrix, die als Matrixprodukt des (7 +1)-Spaltenvektors™
u mit dem (n + 1)-Zeilenvektor vT entsteht. Als Vektor ausgeschrieben sieht das also so aus:

Gm,n([u]> [V]) = [uOV0> e UV UV e s UV s oo s U Vs e e umvn].

Die Abbildung o,,, heif3t die Segre-Einbettung® von P™ x P". Thr Bild heif3t eine Segre-
Varietit und wird mit X, , bezeichnet.

Proposition 3.30. Die Abbildung o, , ist injektiv. Ihr Bild X, ,, ist k-abgeschlossen und besteht
genau aus allen (m +1) x (n + 1)-Matrizen vom Rang 1.

8Nicht offensichtlich ist allenfalls, in welchem Sinn die Teilmengen L » iiberhaupt ‘Geraden’ sind, wenn P! x P! gar
keine Ebene ist.

19Zwar schreiben wir Punkte die ganze Zeit als Zeilen, aber wenn wir sie als Vektoren interpretieren, sehen wir sie,
wie in der linearen Algebra iiblich, als Spaltenvektoren.

>°CORRADO SEGRE (1863-1924), italienischer Mathematiker und Mitbegriinder der ’italienischen Schule’ der alge-
braischen Geometrie
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Beweis. Dass %, , genau aus den Rang-1-Matrizen besteht, ist Ubung 3.32. Damit ist ,, , die
projektive k-Varietit, die von allen 2 x 2-Minoren ausgeschnitten wird (Ubung 1.14), d.h. es gilt

on :V+([z] D Zijz — Zazkj = 0 fiur i,k = 0,...,m, j,l:O,...,n).

Ist uv® = u'v'" mit u,u’ € K"*, v,v" € K**!, alle # 0, dann gibt es j mit v;, v} # 0. Ist v} = Av;,
A € K%, so folgt uv; = Au'v; und damit u = Au’, also [u] = [u']. Genauso folgt [v] = [v']. n

Mittels der Segre-Einbettung haben wir auch einen neuen Begriff davon, wann eine Teilmen-
ge von X c [P x [P" k-abgeschlossen ist. Dieser passt zum Gliick mit der vorigen Beschreibung
durch bihomogene Polynome zusammen, wie die folgende Aussage zeigt.

Proposition 3.31. Sei X c P xP" eine Teilmenge. Genau dann ist 6,, ,(X) € 2, ,, c Pmnrm+n eine
projektive k-Varietdt, wenn es eine endliche Menge T C k[xo, ..., Xm, Yos - - - » ¥n| von bihomogenen
Polynomen gibt derart, dass

X = {(p,q) eP" xP™ f(p,q) =0 fiir alle f € T}.

Beweis. Angenommen 0,, ,(X) ist k-abgeschlossen, d.h. es gibt homogene Polynome fi, ..., f, €
k[z;i=0,...,m,j=0,...,n] vom Grad d; = deg(f;) mit 6,,,,(X) = V. (fi»..., f+). Dann folgt

X = {2 @): fi(omn(P> @) =+ = f(Omn(p.q)) = 0}.

Dabeiist f;(0,,.(x, y)) € k[X0, .. >Xm> Yos - - - » Y| bihomogen vom Bigrad (d;, d;), furi =1,...,r.
Seiumgekehrt T = {gj, ..., g} eine Menge von bihomogenen Polynomen vom Bigrad (d;, e;),

i—ei

i=1,...,r, die X definiert. Falls d; > e; fiir ein i, so setze h; ; = y? gifir j=0,...,n und falls
d; < ej, so setze h; ; = xj‘?"_d"gi fir j = 0,...m. Dann wird X auch durch die Menge aller ; ; be-
schrieben und jedes h; ; ist bihomogen vom Bigrad (d; ;, d; ;). Ersetzt man in h; ; jedes Produkt
x;y; durch z;; (diese Ersetzung ist nicht eindeutig), so erhdlt man ein homogenes Polynom h; i

vom Grad d; ; in k[z] mit Ei,j(am,n (x,y)) = hij,sodass 0,, ,(X) von allen Ei,j definiert wird. =

Bemerkung 3.32. Etwas subtiler ist der Zusammenhang zwischen globalen Polynomabbildun-
gen auf P x P (gegeben durch bihomogene Polynome) und globalen Polynomabbildungen auf
% 0. Wir kommen darauf im néchsten Kapitel zuriick.

Die einzigen solchen Abbildungen, die uns im Moment interessieren, sind die Projektionen
auf einen der Faktoren, zum Beispiel auf den ersten:

B < P = P, (p,q) = p.

Die Abbildung 7 o 0,,!,: 2, , — P ist keine globale Polynomabbildung (siehe dazu Satz 4.45).

Beispiel 3.33. Die Segre-Varietit X, ist das Bild der Abbildung
(URE P'x P' - ]Pﬁ, ([XO, X1], [)/0> )’1]) g [xo)’m Xo V1> X1)0> Xl)’l]-
Sie wird durch eine quadratische Gleichung beschrieben, namlich

Xy = V+(Zo,021,1 - Zo,121,0)-
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Die ’Geraden’ L, = {p} xP'und M, = P, x { p} fiir p € P! entsprechen dabei tatsichlich Geraden
auf ;. Und zwar wird die Gerade L, mit p = [a, b] unter 01, auf die Gerade

V+(bzo,o — azy, sz,l - azl,l)

in [P* abgebildet (und analog fiir M,,).
Das reelle affine Bild X;; n D, (zo,) zeigt ein Hyperboloid (Kiithlturm). Die beiden Scharen
von Geraden auf dem Hyperboloid sind die genau die Scharen {L,: p € P'} und {M,: p € P'}.

Segre-Quadrik X, ;; Bildquelle: [Harris], S. 26

Ist X c P™ eine projektive k-Varietdt und ¢: X — P eine globale Polynomabbildung, dann heifst

T, ={(p.q) eP"xP"peX, g=9(p)}

der Graph von ¢.
Proposition 3.34. Der Graph einer globalen Polynomabbildung ist k-abgeschlossen.

Beweis. Es sei X = V. (hy,...,h,) und ¢ = (fo, ..., f,) mit homogenen Polynomen fj, ..., f, €
k[xq, ..., xn] vom gleichen Grad d. Es gilt [v] = ¢([u]) genau dann, wenn die Zeilen der Matrix

( VO Vl cee Vn )

fo(u)  fi(u) - fu(u)

linear abhingig sind, die Matrix also Rang 1 hat. Setze g; ; = y;f; — y;fi fiir i < j. Die Polynome

gi,j sind bihomogen vom Bigrad (d, 1), die Polynome h; vom Bigrad (deg(;),0), und es gilt
T, ={(p.q):£j(p-q) =0,h(p,q)=0fiir0<i<j<nl=1...,r}

Also ist I, abgeschlossen, nach Prop. 3.31. |

Genauso wichtig wie die Segre-Varietiten sind die Veronese-Varietiten®. Der Raum aller For-
men vom Grad d in n + 1 Variablen hat bekanntlich die Dimension

n+d
N =
")
(siehe Ubung 2.1). Die Veronese-Abbildung vom Grad d ist gegeben durch

P — IEDN—l
Vd-{ [xo,...,xn] — [X“iOCGZﬁ,|0£|:d] .

2!GIUSEPPE VERONESE (1854-1917), italienischer Mathematiker
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Die Veronese-Abbildung schickt einen Punkt p also auf die Auswertung aller Monome vom Grad
d in p. Damit die Abbildung wohldefiniert ist, muss man sich natiirlich auf eine Reihenfolge der
Monome festlegen. Wir nehmen die lexikographische Ordnung.

Beispiele 3.35. (1) (n =1, d beliebig) In diesem Fall ist die Veronese-Abbildung also
v Pt = P [xo, 1] = [, 287 %y, .., xoxd 7 xf.

Das ist gerade die rationale Normalkurve vom Grad d in P4 (Ubung 3.25).
(2) (n beliebig, d = 2) Es sei Sym, ,,(K) der Raum aller symmetrischen Matrizen der Gréfle
n + 1 mit Eintrdgen in K und

P(Sym,,(K)) = P(2)t = P
Die Veronese-Abbildung v, ist dann gerade gegeben durch

v‘{ P - PNl
L u] e [ueuT]

Denn die Eintrige der symmetrischen (7 + 1) x (n +1)-Matrix u - u” sind ja gerade die quadra-
tischen Monome (u;u;: 4, j = 0,..., n). Deshalb kann man mit der Veronese-Abbildung v, ganz
ahnlich verfahren, wie mit der Segre-Abbildung. Das Bild von v, besteht gerade aus allen sym-
metrischen Matrizen vom Rang 1 und wird durch die Menge aller symmetrischen 2 x 2-Minoren
definiert (siehe Ubung 3.33).

Proposition 3.36. Die Veronese-Abbildung ist injektiv und ihr Bild ist k-abgeschlossen in PN,
Das Bild v, (IP") heif3t die Veronese-Varietit vom Grad d der Dimension 7.

Beweis. Die Veronese-Abbildung ist eine globale Polynomabbildung auf P". Wir zeigen im néchs-
ten Abschnitt, dass ihr Bild damit automatisch abgeschlossen ist (Kor. 3.42). Wir geben jetzt aber
einen unabhingigen Beweis und bestimmen explizite Gleichungen fiir die Veronese-Varietit.

Auf PN~ arbeiten wir mit homogenen Koordinaten z,, a € 2, X = {a € Z"*!:|a| = d}. Wir
zeigen, dass das Bild von v, genau die Varietdt

Z:V+(z“zﬂ—zyz5: oc+ﬁ:y+8,oc,ﬁ,y,6e§l).

ist. Die Inklusion v;(P") c Z ist klar. Sei umgekehrt [w] € Z. Dann gibt es ein « € X mit w, # 0.
Durch Vertauschen der Indizes konnen wir annehmen, dass «y > 0. Falls ay < d, dann gibt es
y>0 € 2 mit 2a = y + § und y, > ap. Wegen w2 = w,ws gilt dann w,, # 0. Wir konnen also «
durch y ersetzen und schliefflich a = (d,0,...,0) annehmen. Durch Skalieren von w erreichen
wir auflerdem w,, = 1. Setze

up =1 und Uj=W(d-10,..1...,0)

(wobei auf der rechten Seite die 1 an der Stelle j steht). Dann folgt v;([u]) = [w]. Dasselbe
Argument zeigt auch die Injektivitit von v,. |

Der Sinn der Veronese-Abbildung besteht darin, dass sie Monome vom Grad d linearisiert.
Ist f € k[xo,...,x,] homogen vom Grad d, f = -4 caX®, s gilt per Definition

va(Vi(f)) =va(P") N V+(Z|a|:d caza).
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Dabei ist die Gleichung auf der rechten Seite linear in den neuen Variablen z,. Natiirlich linea-
risiert die Veronese-Abbildung immer in nur einem Grad auf einmal. Das ist aber keine wesent-
liche Einschriankung, wie die folgende Aussage zeigt.

Proposition 3.37. Essei X = V. (fi,..., f;) c P". Dann gibt es homogene Polynome g, ..., g; €
k[xo,...,x,] vom Grad d = max{deg(f;):i=1,...,r} mit X =V, (g1, ..., &)-

Beweis. Ist d; = deg(f;) und d = max{d;:i = 1,...,r}, dann setze g;; = x;.i_d"f,'. Die g;; sind
homogen vom Grad d und X wird von allen g;; definiert. |

Korollar 3.38. Es sei X c P" eine projektive k-Varietit. Dann gibt es d > 1 und einen linearen

Unterraum L von PN-1 N = (";d), mit

va(X) =vy(P") N L. |

Da die Veronese-Varietit selbst durch quadratische Gleichungen definiert wird (Beweis von
Prop. 3.36), erhalten wir als Konsequenz die folgende Aussage.

Jedes homogene polynomiale Gleichungssystem ist zu einem System aus linearen und qua-
dratischen Gleichungen dquivalent.

Fiir algorithmische Zwecke ist die Ubersetzung in ein solches quadratisch/lineares System
meistens nicht sehr efhizient, da sowohl die Zahl der Variablen als auch der Gleichungen stark
zunimmt. Trotzdem spielt diese Tatsache z.B. fir Komplexititsfragen in der algebraischen Geo-
metrie und auch in der theoretischen Informatik eine Rolle. (Zum Beispiel kann man damit zei-
gen, dass das Losen quadratischer Gleichungssysteme in einem gewissen wohldefinierten Sinn
nicht wesentlich einfacher’ sein kann, als das Losen allgemeiner Systeme.)

UBUNGEN

ﬁbung 3.32. Zeigen Sie: (a) Genau dann hat eine Matrix A € Mat,,»,(K) den Rang1, wennesu € K und
veK" u,v+0,gibt derart, dass A = u - vT. (b) Genau dann hat eine symmetrische Matrix A € Symn(K )

den Rang 1, wenn es u € K", u # 0, gibt derart, dass A = u - u?.

Ubung 3.33. Zeigen Sie, dass die Veronese-Varietit v,(P") als Teilmenge von P(Sym,_,(K)) aus den

Matrizen vom Rang 1 besteht und damit von allen symmetrischen 2 x 2-Minoren definiert wird.

n+l

Ubung 3.34. Esseien Ly, Ly, L3 drei paarweise disjunkte Geraden in P3 und sei
S = U{L c P3: L ist eine Gerade mit L N Li+@firi= 1,2,3}.

Zeigen Sie, dass S projektiv dqiuvalent ist zur Segre-Varietdt X, ;.
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3.9. DER HAUPTSATZ DER ELIMINATIONSTHEORIE

Wir haben uns schon in den ersten beiden Kapiteln mit der Rolle von Eliminationsidealen
befasst. Die Elimination einer Variablen aus einem Ideal entspricht der Projektion der Varietét
auf die tibrigen Variablen. Im allgemeinen ist jedoch die affine Varietit, die durch das Eliminati-
onsideal definiert wird, grofler als das Bild der Projektion (Beispiel 1.21(3)): Das Bild der Hyperbel
V(xy —1) in A? unter der Projektion auf die erste Koordinate ist A! \ {0}, wahrend das Elimi-
nationsideal (xy — 1) n k[x] = k[x] die ganze affine Gerade definiert. Gleichheit gilt nur unter
speziellen Voraussetzungen, so wie in Lemma 1.32. Wenn man dagegen Variablen eliminiert, die
nur homogen vorkommen, tritt dieses Problem nicht auf. Das ist der folgende fundamentale Satz.

Satz3.39. Esseien fi, ..., f, € k[Xo, ..., Xm> V1> - - . » ¥u| Polynome, die homogen in xo, . . ., X,
sind. Es sei
X={(p,q) eP" x A" fi(p,q) = = fi(pq) = 0}
und sei m:P™ x A" — A", (p, q) ~ q die Projektion auf den zweiten Faktor.
Dann ist 1(X) eine k-abgeschlossene Teilmenge von A",

Beweis. Es sei g € A". Genau dann ist g € 7(X), wenn

Vi(fi(x9)s--.5 fi(x,9)) # @

gilt. Nach dem projektiven Nullstellensatz (Kor. 3.13) ist das genau dann der Fall, wenn

Sa ¢ (f(x,q)s ..., fi(x, q))

fur alle d > 1 gilt, wobei S = k[xo, ..., X, ]. Fiir d > 1 sei daher

Ya={qeA"Sa¢ (fi(x,q),.... fr(x, @)}

Dann gelten Y; 5 Y, 0 Y3 0 --- und 7(X) = Ny Ya. Deshalb reicht es zu zeigen, dass Y fiir alle
hinreichend grofen d eine k-abgeschlossene Teilmenge ist.

Es sei d; der Totalgrad von f; in den Variablen xo, ..., x,, und sei d > max{d,,...,d,}. Fur
festes g € A", betrachte die lineare Abbildung
. { Sa-a, X Sa-a, — Sa
(8v--8) = Ziagifi(x.q)

Genau dann liegt g € Y;, wenn @, nicht surjektiv ist, die Abbildung ®, also Rang kleiner als
dim(Sy) = (”+d) hat. Schreibt man @, als Matrix beziiglich der Monombasis hin, dann bedeutet

n

das, dass alle Minoren der Grofle ("Zd) verschwinden (Ubung 1.14). Diese Minoren sind Polyno-

me in ¢, die die Varietit Y; definieren. Damit ist der Satz bewiesen. |

Bemerkung 3.40. Natiirlich kann man das Ideal, das die Varietit 71( X) beschreibt, auch explizit
angeben. IstI = (f;,..., f,), dann heif3t

I-= {fek[y,...,y.):Fiirjedesi=0,...,n gibtes e; > 0 mit x{' f € I}
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das projektive Eliminationsideal von I und es gilt 7(X) = V(T). Wir verzichten hier auf den Be-
weis (siehe z.B. [Cox-Little-O’Shea, §8, Thm. 6). Wir werden aber gleich zeigen, dass das iibliche
Eliminationsideal in diesem Kontext der Projektion mit Zentrum entspricht (Kor. 3.43).

Korollar 3.41. Essei X c P"xP" eine k-abgeschlossene Teilmenge und m: P xP* — P, (p, q) = q
die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann ist n1(X) eine k-abgeschlossene Teilmenge von P

Beweis. Nach Prop. 3.31 wird X durch bihomogene Polynome in k[xo, ..., X, Yo, - .., ¥n] defi-
niert. Betrachte die durch die gleichen Polynome definierte Varietiit X c P x A™*1, Nach dem

—

Hauptsatz der Eliminationstheorie ist dann 77(X) abgeschlossen in A"*!. Diese Varietit ist genau
der affine Kegel tiber 7(X). |

Korollar 3.42. Es sei X c P™ eine projektive k-Varietit und ¢: X — P" eine globale Poly-
nomabbildung. Dann ist das Bild ¢(X) wieder eine projektive k-Variett.

Beweis. Nach Prop. 3.34 ist der Graph I, c P"* x " eine k-abgeschlossene Teilmenge. Das Bild
¢(X) ist die Projektion von I', auf P" und damit abgeschlossen nach Kor. 3.41. |

Korollar 3.43. Essei p = [1,0,...,0] € P". Sei I c k[xo,...,x,] ein homogenes Ideal und
X =V.(I). Es gelte p ¢ X. Dann ist m,(X) wieder eine projektive k-Varietit, nimlich

(X)) =Vo(Ink[xi,...,x,]).

Beweis. Wegen p ¢ X ist m,: X — P! eine globale Polynomabbildung. Deshalb ist das Bild
m,(X) eine k-abgeschlossene Teilmenge von P"~!. Sei ] = Ink[xy, ..., x,]. Die Inklusion 77, (X) c
V. (J) ist leicht zu sehen: Sei g = [ay, ..., a,] € m,(X), dann gibt es also ay € K mit [ay, ..., a,] €
X.Ist feInk[xy,...,x,], dann giltalso f(ao,...,a,) = f(ai,...,a,) = 0und damit g € V, (]).
Die umgekehrte Inklusion zeigen wir genauso wie in Satz 1.42: Ist 7 ¢ 7,(X), dann gibt es also f €
k[x1,...,x,]) mit f(7,(q)) = 0 fur alle g € X, aber f(r) # 0, weil 7,(X) eine k-abgeschlossene
Menge ist. Nach dem projektiven Nullstellensatz gibt es m > 1 mit f™ € I. Also gilt f™(r) # 0
und f" e Ink[xy,...,x,] und damitr ¢ V, (Ink[xy,...,x,]). ]

Beispiel 3.44. Um auf das Beispiel der Hyperbel zuriickzukommen: Das Bild der affinen Kurve
C = V(1 - x1x;) unter der Projektion (x;,x;) = x; ist nicht abgeschlossen. Der projektive Ab-
schluss von C ist C = V, (x2 - x,x,) und die Projektion entspricht der Projektion [x, x, x,] +
[x0, %] mit Zentrum [0, 0,1]. Dieses Zentrum liegt allerdings auf C, so dass Kor. 3.43 nicht an-
wendbar ist. Projiziert man C von einem anderen Punkt, der nicht auf C liegt, zum Beispiel
[1,0,0], so ist die Projektion auf P! surjektiv.

UBUNGEN

ﬁbung 3.35. Fiihren Sie Satz 3.43 im Fall k = K auf Lemma 1.32 zuriick (oder imitieren Sie den Beweis
des Lemmas) und geben Sie dadurch einen alternativen Beweis.
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Ubung 3.36. Es sei C c P" die rationale Normalkurve und sei p = [1,0,...,0] € C. Zeigen, Sie dass
m,(C ~ {p}) eine rationale Normalkurve in P"~" ist. Was féllt auf? Vergleichen Sie das Ergebnis im Fall
der verdrehten Kubik (# = 3) mit Ubung 3.26.

ﬁbung 3.37%. Es sei v:P' — P2 dje quadratische Veronese-Abbildung und o: P! x P2 — P die Segre-
Abbildung. Es sei id x v: P! x P! = P! x P2, (p, q) = (p,v(q). Setze ¢ = 0: (id x v) und X = (P! x P!).
(a) Bestimmen Sie Gleichungen fiir X.

(b) Finden Sie eine Hyperebene H c P> so, dass H n X c P* eine rationale Normalkurve vom Grad 4 ist.

3.10. DIE PRIMARZERLEGUNG

In einem faktoriellen Ring R ist jedes Element f € R ein Produkt f = f"---f;” von irreduziblen
Elementen mit f; + f; fiir i # j. Fiir die erzeugten Ideale bedeutet das gerade

(f)= (A nen{fo).

Fiir allgemeine Ideale ist das aber nicht der Fall, nicht in faktoriellen Ringen und in allgemeine-
ren Ringen schon erst recht nicht. Fiir die algebraische Geometrie hingen solche Zerlegungen
von Idealen mit der Zerlegung einer Varietit in ihre irreduziblen Komponenten zusammen. Wir
brauchen zunidchst einige algebraische Grundlagen.

Proposition 3.45. Es sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist genau dann ein Durchschnitt von Prim-
idealen, wenn es ein Radikalideal ist.

Beweis. Wir betrachten den Fall R = k[x;, ..., x,]. Ist [ ein Radikalideal und V = V(I) c A" die
zugehorige affine Varietét mit irreduziblen Komponenten V = Vyu---u V,, so folgt [ = Z(V) =
Z(Vi) n---nZ(V,). Dabei sind die Z(V;) Primideale, weil die V; irreduzibel sind.
Der Beweis der allgemeinen Aussage ist Ubung 3.40.
|

Gegeben ein Ideal I im Polynomring, dann kénnen wir also das Radikalideal \/T als einen
Durchschnitt von Primidealen ausdriicken und dies entspricht gerade der Zerlegung von V(I)
in irreduzible Komponenten. Was aber, wenn man I selbst statt \/T zerlegen méchte?

Beispiel 3.46. Essei I = (x2,xy) c k[x, y]. Wegen x? € I, x ¢ I, ist I offenbar kein Radikalideal.
Auflerdem ist das einzige Primideal, das I enthilt, das maximale Ideal M = (x, y). Aber M? =
(x2,xy,x?) ist immer noch grof3er als I, wiahrend M? = (x3, x2y, x ¥, y*) kleiner als I ist. Also
kann I nicht als ein Durchschnitt von Potenzen von Primidealen geschrieben werden.

Statt nur Potenzen von Primidealen braucht man den folgenden allgemeineren Typ von Idealen:
Definition 3.47. Ein Ideal ] in einem Ring R heif$t primidr, wenn ] # R und fiir alle f, g € R gilt:

fge] = fe]oderge\/}.

Beispiele 3.48. (1) Ist R ein faktorieller Ring und f € R ein irreduzibles Element, dann ist
(f)™ = (fm) fur jedes m > 1 ein primires Ideal. Denn falls gh € (™), so folgt entweder
f™|h und damit h € (f™) oder f|g und damit g € (f) = \/{f™). (In allgemeinen Ringen
ist dagegen nicht jede Potenz eines Primideals primar.)
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(2) Das Ideal (x2, y) c k[x, y] ist primér, aber nicht Potenz eines Primideals (Ubung).
Lemma 3.49. Das Radikal eines primdren Ideals ist prim.

Beweis. Sind f, g € R mit fg € \/] so bedeutet dies f" g™ € ] fiir ein m > 1 und damit /™ € |
oder g” € \/], also f € \/] oder g e \/\/T =+/]. [

Eine Primirzerlegung eines Ideals I ist eine Darstellung
I=Ln-I,

von [ als Durchschnitt von priméaren Idealen.
Ein Ideal I von R heif3t irreduzibel, wenn fiir alle Ideale J;, ], von R gilt

I=]in], — I=J oderl=],.
Dieser Begriff verallgemeinert offensichtlich die Irreduzibilitit eines Elements.
Lemma 3.50. In einem noetherschen Ring ist jedes irreduzible Ideal primdir.

Beweis. Essei R ein noetherscher Ring und I ein irreduzibles Ideal in R. Dann ist das Nullideal in
R/I irreduzibel. Aulerdem ist I genau dann primér, wenn das Nullideal in R/I primir ist (Ubung
3.38). Es geniigt daher, die Behauptung fiir das Nullideal zu beweisen. Angenommen also (0) ist
in R irreduzibel. Seien f, g € R mit fg = 0 und g # 0. Fiir jedes m > 1 betrachte das Ideal

Ann(f™)={heR:hf" =0}.

Dann ist Ann(f) c Ann(f?) c --- eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Da R noethersch ist,
wird diese Kette stationdr, d.h. es gibt #n > 1 mit Ann(f"*!) = Ann(f"). Es folgt

{f")n(g) = {0}.

Denn ist h € (f") n (g), so folgt fh = 0 (wegen gh = 0) und h = af” mit a € R. Also gilt
af*! = hf = 0 und damit a € Ann(f"*') = Ann(f"). Es folgt h = af" = 0. Da {0} irreduzibel
istund g # 0, muss f" = 0 gelten, was zeigt, dass {0} primar ist. n

Satz 3.51 (Lasker**-Noether). In einem noetherschen Ring ist jedes Ideal ein endlicher Durch-
schnitt von irreduziblen Idealen. Insbesondere besitzt jedes Ideal eine Primdrzerlegung.

Beweis. (Noethersche Induktion) Es sei R ein noetherscher Ring und A die Menge aller Ideale
von R, die nicht endlicher Durchschnitt von irreduziblen Idealen in R sind. Da R noethersch ist,
besitzt A ein (beziiglich Inklusion) maximales Element I. Wegen I € A ist I insbesondere nicht
irreduzibel. Es gibt also Ideale J;, J, von RmitI = JinJ,und I ¢ J;, I ¢ J,. Wegen der Maximalitdt
von I, sind J; und J, Durchschnitt von irreduziblen Idealen, also auch I, ein Widerspruch. m

Korollar 3.52. In einem graduierten noetherschen Ring ist jedes Ideal ein endlicher Durchschnitt
von homogenen irreduziblen Idealen und besitzt damit eine homogene Primdrzerlegung.

Beweis. Der Beweis geht exakt genauso wie im vorigen Satz. ]

22EMANUEL LASKER (1868-1941) deutscher Mathematiker und Schachweltmeister
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Wir diskutieren nun die geometrische Interpretation der Primidrzerlegung. Sei I ein Ideal in
k[xi,...,x,] und I = I; n---n I, eine Primirzerlegung. Fiir die zugehorigen Varietéten heiflt das

V(1) = V(L) u-uV(L,).

Wir wissen, dass die Ideale \/I_j alle prim sind, nach Lemma 3.49. Deshalb gibt es fiir jede der
Varietiten V(I;) nur zwei Moglichkeiten:
(i) V(I;) ist eine irreduzible Komponente von V(I).
(ii) V(I;) ist eine irreduzible Varietit, die in einer irreduziblen Komponente von V(I) echt
enthalten ist. Dann heif3t I; eine eingebettete Komponente von I.
DaV(I) die Vereinigung der V(I;) ist, miissen die irreduziblen Komponenten von V(I) unter
den V(I;) alle vorkommen. Welche eingebetteten Komponenten es noch gibt, hingt dagegen
nicht nur von I, sondern auch von der gewéhlten Primierzerlegung ab.

Bemerkungen 3.53. Wihrend die Existenz der Primédrzerlegung relativ leicht zu beweisen war,
sind Fragen der Struktur und der Eindeutigkeit deutlich komplizierter.

(1) Die Primideale \/I_J in einer Primdrzerlegung eines Ideals I heiflen die assoziierten
Primideale von I. Die Menge der assoziierten Primideale ist von der gewéhlten Pri-
marzerlegung unabhingig. Im Fall des Polynomrings (oder einer endlich-erzeugten k-
Algebra) ist das klar fiir die minimalen assoziierten Primideale, da diese zu einer irre-
duziblen Komponente von V(I) gehéren.

(2) Wenn zwei Primirideale I; und I; in einer Primérzerlegung von I dieselbe Varietit V(I;) =
V(I;) liefern, dann ist auch I; 0 I; primér (Ubung 3.39) und man kann die Primirzer-
legung entsprechend verkiirzen. Jedes assoziierte Primideal gehort also zu genau einem
Primérideal in einer minimalen Primarzerlegung.

(3) Unter den Primdridealen sind nur die eindeutig, die zu den minimalen assoziierten
Primidealen (also zu den irreduziblen Komponenten) gehoren. Die tibrigen Priméridea-
le sind dagegen im allgemeinen nicht eindeutig (siehe nachfolgendes Beispiel).

In Macaulay2 kann man eine Primirzerlegung mit durch primaryDecomposition berechnen.
il : R = QQ[x,y,z];
i2 : I = ideal((y"2-x*z)*(z"2-x"2%y),(y"2-x%2)*z);
02 : Ideal of R
i3 : primaryDecomposition I
2 2 3
03 = {ideal(y - x*z), ideal (z, x ), ideal (z, y )}
03 : List
Dagegen zeigt der Befehl decompose, den wir schon verwendet haben, nur die minimalen assoziier-
ten Primideale.
i4 : decompose I
2
04 = {ideal(y - x*z), ideal (x, z)}
04 : List
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Frage 3.54. Wie sieht das reelle Bild der Komponenten in diesem Beispiel aus?

Beispiele 3.55. Das Ideal (x2,xy) c k[x, y] aus Beispiel 3.46 hat zwei verschiedene minimale

Primirzerlegungen, nimlich

(% xy) = (x)n{x?xp, %) = (x)n{x%y).

Die assozierten Primideale sind (x) und (x, y). Geometrisch entspricht das in A? der Geraden
V(x) als irreduzible Komponente und dem Nullpunkt V(x, y) als eingebettete Komponente. Die
beiden Primirideale zum Nullpunkt sind verschieden.

Bis jetzt war die Geometrie affin. In der projektiven Situation geht nach Kor. 3.52 alles genau-
so, mit einem Unterschied. Ist I c k[x,, ..., x,] ein homogenes Ideal und

I=Ln-nl,

eine homogene Primirzerlegung, so gibt es fiir die irreduziblen projektiven Varietaten V. (I) drei
verschiedene Fille zu unterscheiden:

(i) V. (I;) ist eine irreduzible Komponente von V. (I).

(i) V.(I;) gehort zu einer eingebetteten Komponente von I.
(iii) V4 (I;) = @; dann gilt (xo, ..., x,) ¢ \/I; nach dem projektiven Nullstellensatz 3.12.

In einer minimalen Primérzerlegung gibt es hochstens ein Primérideal vom Typ (iii), dessen
assoziiertes Primideal gerade das irrelevante Ideal (xy, ..., x,) ist. Wenn man statt der projek-
tiven Varietdt V, (I) den affinen Kegel V(I) betrachtet, dann entspricht ein solches Primérideal
also einer einbetteten Komponenten im Ursprung {0} = V(xo, ..., X,).

Beispiel 3.56. Betrachtet man zum Ideal I = (x2, xy) aus Beispiel 3.46 die projektive Varietat
V,(x%,xy) = {[0,1]} c P!, dann ist nur das minimale assoziierte Primideal (x) geometrisch
relevant, wihrend das assoziierte Primideal (x, y) sich in der Geometrie nicht widerspiegelt.

Im Zusammenhang mit der Primarzerlegung erwahnen wir noch kurz das folgende niitzliche

Lemma, das wir spater verwenden. Aussage und Beweis verallgemeinern direkt Lemma 1.30.

Lemma 3.57 (Primvermeidung). Es seien Py, ..., P, Primideale in einem Ring R und I ein weiteres
Ideal. Falls I c U;_, P; gilt, so ist I bereits in einem der Primideale P; enthalten.

Beweis. Induktion nach r: Fiir r = 1ist nichts zu zeigen. Sei also r > 2. Angenommen falsch, also
I c Ui, P; aber I ¢ P; fiir alle i. Nach Induktionsvoraussetzung ist I dann in keiner Vereinigung

von weniger als r der Ideale P, ..., P, enthalten. Es gibt also fiir jedes i = 1,...,r ein Element
fi €L fi ¢ Ujsi P;. Wegen I ¢ Ui, P; muss also f; € P; gelten. Dann ist f + f,---f, € I in keinem
der Primideale P, ..., P, enthalten, ein Widerspruch. [
UBUNGEN

Sei stets R ein Ring.

Ubung 3.38. Essei I # R ein Ideal. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(i) Das Ideal I ist primr;
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(ii) Jeder Nullteiler in R/I ist nilpotent;
(iii) Das Nullideal in R/I ist primér.

l"Jbung 3.39. Seien I, ] Primirideale in R. Zeigen Sie: Falls V= VT, soistIn] primér mit/InJ = V1.

Ubung 3.40. Zeigen Sie: Ein Ideal in R ist genau dann ein Radikalideal, wenn es ein Durchschnitt von
Primidealen ist. (Anleitung: Sei I ein Radikalideal. Zeigen Sie, dass I der Durchschnitt aller Primideale ist,
die I enthalten, wie folgt: Ist f ¢ I, dann hat die Menge

{JcR:JistIdealvon RmitI c Jund f" ¢ J firalle r > 1}

ein maximales Element P. Zeigen Sie, dass P prim ist.)

3.11. HILBERT-FUNKTION UND HILBERT-POLYNOM

Wir betrachten nun genauer die Struktur des homogenen Koordinatenrings einer projektiven

Varietit. Es sei im folgenden immer
S =k[xq,...,%,]

der Polynomring mit der Graduierung durch den Totalgrad. Sei I ein homogenes Ideal in S. Wie
zuvor bezeichne S; den homogenen Teil vom Grad d von S und I; = In S; den von I. Sei T der
graduierte Restklassenring T = S/I und T; = S;/1; der homogene Teil vom Grad d. Nach der
Dimensionsformel gilt dann

dim(1y) + dim(Ty) = dim(S,) = (” ; d).

Definition 3.58. Die Hilbert-Funktion von [ ist die Funktion

o Z, — Z,
"l 4 ~ dim(Ty) °

Ist X c P" eine projektive k-Varietit mit homogenem Verschwindungsideal Z, (X), so schreiben
wir fiir Hz, (x) auch einfach Hy, die Hilbert-Funktion von X.

Die Dimension von Z(X), ist die Anzahl unabhingiger Formen vom Grad d, die auf X
verschwinden, also die Anzahl der Hyperflichen, die X enthalten. Die Hilbert-Funktion von
X driickt dies aus durch die Co-Dimension von Z(X), in S.

Beispiele 3.59. (1) Die Hilbert-Funktion des Nullideals (und damit die Hilbert-Funktion von
P7) ist einfach

Hpn(d) = dide = (7’1 ; d)

(2) Es sei k = K und die Varietit X = {p, q,r} bestehe aus drei verschiedenen Punkten in P2.
Ob das Ideal Z, (X) eine Linearform enthélt oder nicht, sagt gerade, ob die drei Punkte p,q,r
kollinear sind oder nicht. Der Wert Hy (1) beantwortet also genau diese Frage, nimlich

2 falls p, g, r kollinear sind,
3 falls nicht.

Hx(1) = {
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Andererseits gilt immer Hx(2) = 3. Um das einzusehen, betrachte die Abbildung®

CD:{ k[xo, x1, %3], — K3
f = (f(p), f(a), f(r))

Fiir jede Wahl von zwei der drei Punkte p, g, r gibt es eine quadratische Form, die in diesen bei-
den Punkten verschwindet, aber nicht in dem verbleibenden Punkt. (Zum Beispiel ein Produkt
von zwei geeigneten Linearformen). Deshalb liegen die drei Einheitsvektoren im Bild von @, so
dass @ surjektiv ist. Damit hat der Kern von @, welcher genau Z(X), ist, nach der Dimensions-
formel die Dimension 3 (siehe hierzu auch Ubung 3.41 und 3.42).

Proposition 3.60. Es sei I ein homogenes Ideal in S und < eine Monomordnung auf S.
(1) Ist f € S homogen vom Grad d, dann auch jeder Standardrest von f modulo I bzgl. <.
(2) Das Ideal I und sein Leitideal L(I) beziiglich < haben dieselbe Hilbert-Funktion.

Beweis. (1) Sei r ein Standardrest von f modulo I beziiglich <. Per Definition gilt f — 7 € I und
r enthalt kein Monom aus L(I). Fir e # d giltalsor, = (f —r), € I,. Wére r, # 0, so ldge das
Leitmonom von 7, also in L(I), ein Widerspruch dazu, dass r ein Standardrest ist.

(2) Seid > 1. Nach Lemma 2.3 liegt eine Form f vom Grad d genau dann im monomialen Ide-
al L(I),4, wenn alle in f vorkommenden Monome in L(I)4 liegen. Deshalb bilden die Monome
x* vom Grad d, die nicht in L(I), enthalten sind, eine Basis des Vektorraums S;/L(I),.

Ist f € S homogen vom Grad d, so ist ein Standardrest r von f modulo I beziiglich < wieder
homogen vom Grad d, nach (1). Aulerdem gilt f — r € I; und kein Monom in r liegt in L(I).
Deshalb bilden die Monome x* vom Grad d, die nicht in L(I), liegen, auch eine Vektorraum-
Basis von S;/I;. Damit haben beide Rdume die gleiche Dimension und die Hilbert-Funktionen
damit denselben Wert an der Stelle d. |

Das Hauptergebnis fiir diesen Abschnitt ist der folgende Satz.

Satz 3.61 (Hilbert). Fiir jedes homogene Ideal I in k[xy, ..., x,] gibt es eine Zahl dy > 0 und
ein eindeutig bestimmtes Polynom P; € Q[z] mit

Hi(d) = Pi(d)
fiir alle d > d,.

Das Polynom P; heifit das Hilbert-Polynom von I. Ist I = Z, (X) das homogene Verschwin-
dungsideal einer projektiven Varietit, dann schreiben wir wieder Px anstelle von Pz, (x).

Beweis. Nach Prop. 3.60(2) konnen wir I durch sein Leitideal beztiglich irgendeiner Monomord-
nung ersetzen und deshalb ohne Einschrankung annehmen, dass I ein monomiales Ideal ist. Es
sei also I erzeugt von r Monomen, und wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach r. Fiir

2Streng genommen ist dies keine wohldefinierte Abbildung: Wie wir schon bemerkt haben, sind homogene Po-
lynome keine Funktionen auf P". Wir miissten also eigentlich Vertreter u,v,w € K> \ {0} mit p = [u], q = [v],
r = [w] wihlen und die Abbildung ® durch Auswertung in diesen Vektoren definieren. Da wir uns aber nur fiir die
Dimension von Kern und Bild interessieren und diese nicht von der Wahl der Vertreter abhiangen, verzichten wir
auf den zusitzlichen Aufwand.
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r = 0ist I = (0) und die Hilbert-Funktion ist Hyy(d) = ("*?). Dies ist ein Polynom in d, namlich
n+z 1
P(0>(z):( )=—'(z+1)---(z+n).
n n!

Seir > 0und seil =]+ (xP), wobei ] von r Monomen erzeugt ist, etwa
J=(x™, ..., x%).

Setze
J =(:xF)={feS:xFPfe]}.
(Der Idealquotient (J: x#) ist dabei durch die rechte Seite definiert.) Nach Lemma 2.3 gilt nun

x4
"= ————i=1,...,1).
! ggT(xo,xF) '

Setze e = || und betrachte fiir d > e die lineare Abbildung

Sa—e > (I[])ar f = xFf.

Sieist surjektiv und ihr Kern ist gerade J/, ,. Nach der Dimensionsformel gilt deshalb dim(S,_.) =
dim(J),_,) + dim(I/])4. AuBerdem ist dim(I/])4 = dim(I;) — dim(J4) und deshalb zusammen

dim(Sy-.) = dim(J;.,) + dim(1,) - dim(J,),
Daraus folgt dim(S,_.) — dim(J),_,) = (dim(S4) — dim(J4)) - (dim(S4) — dim(I,)), also
H;(d)=H;(d)-Hy(d -e).
Nach Induktionsvoraussetzung angewandt auf J und J’ gibt es also d, > e mit
Hi(d) = P;(d) - Py(d - e)

fur alle d > dy. Also ist Pj(z) — Py/(z — e) das Hilbert-Polynom von I. Die Eindeutigkeit folgt

daraus, dass zwei Polynome, die an unendlich vielen Stellen {ibereinstimmen, gleich sind. =

Bemerkungen 3.62. (1) Der Beweis enthilt einen Algorithmus zur Berechnung des Hilbert-
Polynoms eines homogenen Ideals: Berechne das Leitideal (mit Hilfe einer Grobnerbasis) und
verfahre dann induktiv mit den Erzeugern wie im Beweis.

(2) Der kleinste Grad d,, mit der Eigenschaft, dass Hilbert-Funktion und Hilbert-Polynom in
allen grofleren Graden iibereinstimmen, wird die Hilbert-Regularitit eines homogenen Ideals
genannt. Zwar liefert der Beweis eine Schranke fiir die Hilbert-Regularitdt tiber die Grade der
Erzeuger des Leitideals, aber es ist nicht klar, wie diese wiederum vom Ideal selbst abhangen.

(3) Das Hilbert-Polynom eines homogenen Ideals ist ein numerisches Polynom, das heif3t es
nimmt auf allen (hinreichend grof3en) ganzen Zahlen auch ganzzahlige Werte an. Natiirlich ist
jedes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ein numerisches Polynom, aber die Koefhzienten
des Hilbert-Polynoms sind in der Regel nicht ganzzahlig; siche dazu Ubung 3.48.

Beispiele 3.63. (1) Die Hilbert-Funktion von P ist bereits ein Polynom und stimmt deshalb mit
dem Hilbert-Polynom iiberein, namlich

Po(2) = (Z;”).
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(2) Es sei X c P? eine Kurve, gegeben durch ein reduziertes homogenes Polynom f € k[xo, x1, X3 |
vom Grad d. Dann gilt Z, (X) = (f), und fir e > d besteht der homogene Teil (f). gerade aus
allen Formen vom Grad e, die durch f teilbar sind. Mit anderen Worten, die Multiplikation mit
f definiert einen Vektorraumisomorphismus

k[xO)xI) xZ]e—d ; <f>e)g g gf
Es folgt
e—d+2 .
fire>d
di .) = ( 2 ) i
m((f)e) { 0 fire <d.
und damit
Hiy(e) = (e;rz)_(e—gnz) :d,e_@ (fire > d),
Px(z) =dz - @
(3) Genauso geht das fiir n > 2. Das Hilbert-Polynom einer Hyperflache X c P vom Grad d ist

PX(Z):(z+n)_(z—d+n

n

o
TN

Die Werte des Hilbert-Polynoms in den natiirlichen Zahlen stimmen per Definition ab ei-

)= (e m)(z e ) = (2= d (- d + 1)

n n!

n

!+ Terme von niedrigerem Grad in z

nem gewissen Grad mit der Hilbert-Funktion iiberein. Aber auch der Grad und die Koeffizienten
des Hilbert-Polyoms einer projektiven Varietit enthalten wichtige Informationen. Als erstes be-
kommen wir endlich eine Definition fiir die Dimension.

Definition 3.64. Die Dimension einer projektiven k-Varietdt X c [P ist der Grad ihres Hilbert-
Polynoms.

Diese Definition der Dimension ist natiirlich vollkommen unanschaulich. Der Vorteil ist,
dass man ganz gut damit rechnen kann.

Beispiele 3.65. Die folgenden Dimensionen ergeben sich sofort aus den Berechnungen des Hilbert-
Polynoms in den Beispiel 3.63 und den Ubungen.

(1) Der projektive Raum P* hat die Dimension n.

(2) Eine Hyperfliche V,(f) in P" hat die Dimension n — 1.

(3) Die rationale Normalkurve in P” hat die Dimension 1 (siehe Ubung 3.43).

(4) Die Veronese-Varietit v, (PP") hat die Dimension n (siehe Ubung 3.44).

(5) Die Segre-Varietit %, , hat die Dimension m + n (sieche Ubung 3.45).

(6) Jede endliche Varietit hat die Dimension 0 (falls k = K; allgemeiner Fall spéter).

Bemerkung 3.66. Das Hilbert-Polynom enthilt noch weitere sogenannte Invarianten der Va-
rietédt. Ist X c P" eine projektive Varietit der Dimension m, dann ist der Leitkoefhizient von Py
multipliziert mit m! eine positive ganze Zahl (sieche Ubung 3.48). Diese Zahl heif3t der Grad von
X. Aus der Berechnung des Hilbert-Polynoms in Beispiel 3.63(3) folgt, dass der Grad einer Hy-
perfliche V, (f) mit deg(f) = d gerade d ist, so dass die Definition des Grades in diesem Fall
mit der tiblichen tibereinstimmt.
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Auch der konstante Term des Hilbert-Polynoms hat einen Namen. Ist X eine projektive Va-
rietit der Dimension m, so heif3t die Zahl (-1)"(px(0) — 1) das arithmetische Geschlecht von
X. Besonders wichtig ist diese Invariante fiir Kurven, also im Fall m = 1. Nach Beispiel 3.63(2)
hat eine ebene Kurve vom Grad d das arithmetische Geschlecht

d-1\ (d-1)(d-2)
87 ( 2 ) ) 2
Das arithmetische Geschlecht spielt eine grofie Rolle in der systematischen Theorie der algebrai-
schen Kurven und ihrer Gegenstiicke in der komplexen Geometrie, den Riemannschen Flachen.
Das Geschlecht ist eine bestimmende Grof3e im Satz von Riemann-Roch, dessen Aussage man als
eine verfeinerte und abstrahierte Version der Hilbert-Funktion verstehen kann.

UBUNGEN

Ubung 3.41. Es gelte k = K. Es sei X eine Menge von m Punkten in P” und sei Hy die Hilbert-Funktion
von X. Zeigen Sie: Fur alled > m — 1 gilt Hx(d) = m.

Ubung 3.42. Es gelte k = K. Es sei X c P” eine Menge von m Punkten und sei d > 0. Beweisen Sie, dass
die folgenden Aussagen dquivalent sind.
(i) Die Hilbert-Funktion Hy erfillt Hx(d) = m.
(ii) Die Punktauswertungen {u,: p € X}, gegeben durch y,: k[xo, ..., x,], f = f(p), sind linear unab-
hingige Elemente des Dualraums k[xo, ..., x,]".
(iii) Fiirjedes p € X gibtesein f € k[xp,...,xn |4 mit f(q) =0 firalleqe X, g+ pund f(p) #0.

l"Jbung 3.43. Bestimmen Sie das Hilbert-Polynom, den Grad und das arithmetische Geschlecht der ra-
tionalen Normalkurve in P”.

Ubung 3.44. Bestimmen Sie das Hilbert-Polynom der Veronese-Varietit v (P").
Ubung 3.45. Bestimmen Sie das Hilbert-Polynom der Segre-Varietit ,,, ,,.
Ubung 3.46. Zeigen Sie: Eine Hyperfliche vom Grad d in P" hat das arithmetische Geschlecht (d:).

Ubung 3.47. Zeigen Sie: Ist I ¢ k[xo, ..., x,] ein homogenes Ideal mit V, (I) = @, so gilt P = 0.
(Hinweis: Verwenden Sie Kor. 3.13).

Ubung 3.48. Ein Polynom f € Q[z] heiflt numerisch, wenn es f(n) € Z fiir alle n € Z erfiillt. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen.
(a) Die Polynome

1
Fo(2) = (Z) L |
m/) m!
fiir m > 1 sind numerisch und 1 = Fy, Fy, ..., F,; bilden eine Basis des Q-Vektorraums Q[z]<g.

(b) Ein Polynom f € Q[z] erfiillt f(n) € Z fiir alle hinreichend groflen n € Z genau dann, wenn es eine
Z-Linearkombination der F; ist. Jedes solche Polynom ist numerisch. (Vorschlag: Driicken Sie f durch
die Basis-Polynome aus und betrachten Sie die Differenz f(n +1) — f(n) fir hinreichend grof3es n.)

(c) Das Hilbert-Polynom eines homogenen Ideals in k[xo, . .., x, | ist numerisch.

(d) Sei f ein numerisches Polynom vom Grad d. Dann ist der Leitkoeffizient von f multipliziert mit d!
ganzzahlig und der konstante Term von f ist ganzzahlig.
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4. LOKALE GEOMETRIE

Wir haben im vorigen Kapitel einige der Vorteile gesehen, die die projektive Geometrie ge-
geniiber der affinen Geometrie bietet. Auf der algebraischen Seite entsprach das dem Ubergang
von Algebren zu graduierten Algebren. Im Gegensatz dazu konzentriert sich die lokale Geome-
trie auf Umgebungen von Punkten. Auf der algebraischen Seite entspricht das dem Lokalisieren,
dem Ubergang zu lokalen Ringen. Die algebraische Geometrie wird dadurch insgesamt abstrak-
ter. Wir werden aber auch sehen, wie sich einige der Probleme aus dem vorigen Kapitel, vor allem
das allgemeine Studium von Morphismen, in dieser Weise 16sen lassen. Aufierdem kitmmern wir
uns um eine saubere Behandlung der geometrischen Begriffe Dimension und Glattheit.

4.1. LOKALISIERUNGEN UND LOKALE RINGE

Es sei R ein Ring (kommutativ mit Eins). Wenn R ein Integritétsring ist, dann kann man zu
R den Quotientenkdrper Quot(R) bilden, der aus allen Briichen jé mit f, g € R, g # 0 besteht. Es
sei S c R eine multiplikative Teilmenge, d.h. es gelte S-S c Sund 1 € S. Dann ist

Rg = {{ € Quot(R):s € S}

ein Teilring von Quot(R), der R = {f—; f € R} enthilt. Da Nenner sowohl bei der Addition als
auch bei der Multiplikation von Briichen multipliziert werden, ist es klar, dass Rg ein Teilring
von Quot(R) ist. Es gilt Quot(R) = Rg.foy. Der Ring Rg heifst die Lokalisierung von R nach §.
Der Grund fiir diese Bezeichnung wird in den Beispielen klar werden.

Beispiel 4.1. Essei R = k[xj,...,x,] und p € k". Setze
S={f R f(p) + 0}.
Offenbar ist S multiplikativ, so dass wir die Lokalisierung
S .
Rs = S € k(xy,...,x,):s(p) #0

bilden konnen. Diese Art Beispiel ist fiir die Geometrie am wichtigsten.

Es gibt noch eine kleine technische Schwierigkeit: Manchmal braucht man den Begriff der
Lokalisierung auch im Fall, dass R kein Integritatsring ist, also Nullteiler besitzt. Angenommen
S c R ist eine multiplikative Teilmenge und es gibt f € R\ {0} und s € S mit

f-s=0.

105



106 4. LOKALE GEOMETRIE

Wenn wir s nun zu einer Einheit machen, dann kann man diese Gleichung anschliefend mit *
multiplizieren und es folgt f = 0. In der Lokalisierung miissen wir f also zu Null machen.

Deshalb muss die Definition von Briichen gegeniiber dem Quotientenkdrper eines Integri-
tatsbereichs angepasst werden. Definiere dazu die Relation

(fos1) ~ (fons2) = 3teS:t(fiss- frs1) =0

auf der Menge R x S. Auf diese Weise entsteht ein Ring von Briichen wie zuvor.

Proposition 4.2. Sei R ein Ring und S c R eine multiplikative Teilmenge. Die Relation ~ ist eine
Aquivalenzrelation. Wir schreiben { fiir die Aquivalenzklasse von (f, s) und Rg fiir die Menge aller
Aquivalenzklassen. Mit den iiblichen Rechenregeln

f.&a 2 g L8 ftres
s t st st st
wird Rg zu einem kommutativen Ring mit Eins 1 und Null 2.
Beweis. Ubung 4.2 n

Wie zuvor heifit R die Lokalisierung von R nach S. Sie kommt zusammen mit einem Ring-
homomorphismus
¢s:R — Ry, f»—> ]{,
der Lokalisierungsabbildung. Nach Konstruktion werden die Elemente von S unter Lokalisie-
rung zu Einheiten, das heiflt ¢(S) c (Rg)*. Es gilt ¢5(f) = ¥ per Definition genau dann, wenn
est € S gibt mit tf = 0. Also ist ¢ genau dann injektiv, wenn S keine Nullteiler von R ent-

hilt. (Auch 0 € S haben wir nicht verboten. In diesem Fall ist dann Rg der Nullring.) Natiirlich
schreibt man héufig f statt %, obwohl R eben im allgemeinen kein Teilring von Ry ist.

Beispiel 4.3. Es sei R = k[x, y]/(xy) und S = {3":i > 0}. In R gilt Xy = 0 und in Ry deshalb

Esist ker(¢s) = (x) und
)
yi

Genauso wie der Quotientenkorper ist die Lokalisierung durch eine sogenannte universelle

Rszkmf{ fek[yJ,j>o}.

Eigenschaft bestimmt.

Proposition 4.4. Es sei y: R; — R, ein Ringhomomorphismus, R, # 0, und S c R, eine multiplika-
tive Menge. Genau dann exisiert eine Abbildung y': (R,)s - R, mit y = ¢/ o g5, wenn y(S) c R}
gilt. In diesem Fall ist y' eindeutig bestimmit.

N

(Ry)s

R

Ps

R,

!/
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Beweis. Falls ein solches y’ existiert, dann folgt aus ¢s(S) c Ry auch ¢(S) = v'(¢s(S)) c R}
(denn jeder Ringhomomorphismus bildet Einheiten auf Einheiten ab). Ist umgekehrt diese Be-
dingung erfillt, so definiere ¢/ fiir f € R, und s € S durch

w({) =v(f)-y(s)™
Dieses v’ ist ein Ringhomomorphismus mit der gewiinschten Eigenschaft. Da auflerdem 1//’({) =
y(f) und y/'(3) = y(s)™! gelten miissen, folgt die Eindeutigkeit von ' L

Als nichstes untersuchen wir die Beziehung zwischen Idealen in einem Ring und Idealen in
einer Lokalisierung. Sei R ein Ring und S eine multiplikative Teilmenge. Ist ] ein Ideal von Rg,
so ist ¢'(J) ein Ideal von R. Ist J prim, so auch ¢g'(J). (Das stimmt fiir jeden Homomorphis-
mus zwischen beliebigen Ringen.) Ist I ein Ideal von R, dann schreiben wir Is oder manchmal
deutlicher I - Rg fiir das von ¢g(I) in R erzeugte Ideal.

Proposition 4.5. (1) Fiir jedes Ideal ] von R gilt | = (gogl(]))s. Die Abbildung J — ¢3'(J)
ist also eine Injektion von der Menge der Ideale in Ry in die Ideale von R.
(2) Die Abbildung P — ¢J'(P) induziert eine Bijektion zwischen der Menge aller Primideale
von Rs und der Menge aller Primideale P von R mit P 0§ = @&. Die Bijektion erhilt
Inklusionen und Durchschnitte. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch P — Ps.

Beweis. (1) Es sei ] ¢ R ein Ideal und sei I = ¢'(J) = {f € R:J{ € J}. Fr jedes { € J gelten
. JS: = { € Jund J;[ =1 { Das zeigt, dass J von ¢g(I) erzeugt wird.

(2) Sei Q c Ry ein Primideal. Wegen Q # Rg muss dann QNR} = @ und damit ¢7'(Q)nS = &
gelten. Ist andererseits P c R ein Primideal mit PnS = &, so ist Ps ein Primideal; denn ist {% b
mith € Pundu € S, so gibt es nach Definition der Gleichheit in Rg ein v € S mitv( fgu—hst) = 0.
Wegen u, v ¢ P folgt f € P oder g € P, also { € Ps oder £ € Ps. Auflerdem gilt P = ¢'(Ps). Denn

ist f € R mit ¢g(f) € Ps, so heif3t das { = £ fiirein g€ Pundeins € S. Also gibt es £ € S mit

s

fst=gt.
Die rechte Seite liegt in P, also auch fst. Wegen st ¢ P folgt f € P, da P ein Primideal ist. |

N

Beispiel 4.6. Betrachte wie in Beispiel 4.1 die Lokalisierung R mit

R=k[x,...,x,) und S = {f € R: f(p) # 0},

tiir p € A". Nach Prop. 4.5 sind die Primideale von R genau die Primideale P von R mit PnS = &,
was gerade p € V(P) bedeutet. Die Primideale von Rg entsprechen also genau den irreduziblen
affinen k-Varietiten in A", die den Punkt p enthalten.

Wie sieht es mit reduziblen Untervarietiten aus? Sei dazu etwa n = 2 und p = (0,0) und
betrachte das Ideal ((x —1)y). Wegen (x —1)(p) # 0 gilt dann x —1 € S und deshalb ((x -1)y) =
(%) = (¥)s in Rg. Die Varietit V((x—1)y) c A? ist die Vereinigung der beiden Geraden x = 1und
y = 0, aber nur eine enthdlt den Punkt p. Deshalb verschwindet die andere in der Lokalisierung.

In diesem Sinn sieht die Lokalisierung nur noch die Geometrie lokal um den Punkt p.
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Besonders wichtig sind zwei Typen von Lokalisierung: (1) Ist f € R, soist S = {1, f, f2,...}
eine multiplikative Menge und wir schreiben kurz Ry fiir Rs. Diese Lokalisierung nach den Po-
tenzen eines Elements kann man auch anders beschreiben. Betrachte den Ringhomomorphismus

R[x] > R/, G(x) G(%)

Dieser ist offenbar surjektiv und der Kern ist gerade das Ideal ( fx — 1). Nach dem Homomor-
phiesatz gibt es also einen Isomorphismus von R-Algebren

Ry = R[x]/(fx-1).

(2) Per Definition ist ein Ideal P von R genau dann ein Primideal, wenn R \ P eine multipli-
kative Teilmenge ist. In diesem Fall schreibt man

Rp := Rg.p.

(Das ist zwar auf den ersten Blick etwas verwirrend, aber wenn man aufpasst, ist die Verwechse-
lungsgefahr gering: P selbst kann niemals multiplikativ sein, da es 1 nicht enthilt.) Das ist genau

die Situation in den Beispielen 4.1 und 4.6, in denen P das Verschwindungsideal eines Punkts ist.
Definition 4.7. Ein Ring heif3t lokal, wenn er nur ein einziges maximales Ideal besitzt.

Korollar 4.8. Ist P c R ein Primideal, so sind die Primideale von Rp in inklusionserhaltender
Bijektion mit den Primidealen von R, die in P enthalten sind. Insbesondere ist Rp ein lokaler Ring
mit maximalem Ideal PRp.

Beweis. Das folgt einfach, indem man Prop. 4.5(2) auf S = R \ P anwendet. [

Korollar 4.9. Sei R ein noetherscher Ring und S c R eine multiplikative Teilmenge. Dann ist Rg
wieder noethersch.

Beweis. Sei ] ein Ideal von Rg. Nach Prop. 4.5(1) gilt J = ¢'(J)s. Da R noethersch ist, ist ¢'(J])
endlich erzeugt, und ] wird von den Bildern der Erzeuger unter ¢g erzeugt, ist also ebenfalls
endlich erzeugt. u

Bemerkung 4.10. Es ist dagegen nicht wahr, dass eine Lokalisierung einer endlich erzeugten
Algebra iiber einem Korper wieder eine endlich erzeugte Algebra ist. Das stimmt schon fiir
den Quotientenkorper nicht. Zum Beispiel kann k(x) = Quot(k[x]) keine endlich erzeugte
k-Algebra sein, denn sonst wire k(x) nach Satz 1.47 algebraisch iiber k. (Das kann man auch
direkt sehen; sieche Ubung 4.3.)

Fiir nachher notieren wir noch:
Lemma 4.11. Es sei R ein Integritdtsring. Fiir jedes Primideal P von R ist dann Rp ein Teilring von
Quot(R) und es gilt
R = () Ru
McR
maximales Ideal

Beweis. R c Ry, ist klar. Sei Jsi € Quot(R) \ R. Dann ist s keine Einheit in R, also (s) ¢ R. Nach
dem Zornschen Lemma ist s also in einem maximalen Ideal M enthalten. Es folgt ’; ¢ Ry [



4.2. DIE ZARISKI-TOPOLOGIE UND QUASIPROJEKTIVE VARIETATEN 109

Im Zusammenhang mit projektiven Varietdten brauchen wir auch noch eine homogene Ver-
sion der Lokalisierung.

Lemma 4.12. Essei S ein Z,-graduierter Ring und T eine multiplikative Teilmenge von homogenen
Elementen von S, 0 ¢ T. Dann wird durch

(St)a = {J—: € St: f homogen mit deg(f) — deg(t) = d}
fiir d € Z eine Z-Graduierung auf St definiert.

Beweis. Ubung 4.4. ]

UBUNGEN
Ubung 4.1. Bestimmen Sie fiir R = Z/(6) und P = (2) die Lokalisierung Rp.
Ubung 4.2. Beweisen Sie Prop. 4.2.

Ubung 4.3. Es sei k ein Korper, A eine endlich erzeugte k-Algebra und S c A eine multiplikative Menge.
Zeigen Sie: Falls Ag eine endlich erzeugte k-Algebra ist, so gibt es f € Amit Ag = Ay.

l"Jbung 4.4. Beweisen Sie Lemma 4.12.

Ubung 4.5. Es sei R ein Ring, S c R eine multiplikative Teilmenge und I c R ein Ideal. Zeigen Sie die
Isomorphie Rs/Is = (R/I)5.

Ubung 4.6. Es sei R ein Ring und S c R eine multiplikative Teilmenge mit 0 ¢ S. Sei P c R ein Ideal, das
maximal ist beztiglich der Eigenschaft P n' S = &. Zeigen Sie, dass P ein Primideal ist.

4.2. DIE ZARISKI-TOPOLOGIE UND QUASIPROJEKTIVE VARIETATEN

Erinnerung: Eine Topologie auf einer Menge X ist gegeben durch eine Menge 7 von Teil-
mengen von X, genannt die offenen Mengen (beztiglich der Topologie 7), mit den folgenden
Eigenschaften. Der ganze Raum X und die leere Teilmenge & sind offen, also in 7 enthalten.
Auflerdem ist der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen wieder offen und die Ver-
einigung von beliebig vielen offenen Mengen ist wieder offen. Eine Teilmenge A c X heif3t ab-
geschlossen (beziiglich der Topologie 7'), wenn das Komplement X \ A offen ist. Man kann die
Eigenschaften der Topologie auch genauso gut iiber die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen
von X charakterisieren. Diese erfiillen die folgenden Eigenschaften:

(1) Die leere Menge und der ganze Raum X sind abgeschlossen.
(2) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
(3) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
Die Menge aller affinen k-Varietiten in A" und die Menge aller projektiven k-Varietiten in P”

erfiillen diese Eigenschaften und definieren die Zariski-Topologie auf A" und P".
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Verglichen mit der euklidischen Topologie, die man aus der Analysis gewohnt ist, ist die
Zariski-Topologie ziemlich schwach. Zum Beispiel sind in A! alle abgeschlossenen Mengen end-
lich. Ist k = K, so sind die abgeschlossenen Teilmengen genau die endlichen Teilmengen. Die
Zariski-Topologie ist in diesem Fall also gerade die sogenannte co-endliche Topologie.

Eine Abbildung ¢: X — Y zwischen zwei topologischen Rdumen heifit stetig, wenn ¢~!(U)
tiir jede offene Teilmenge U von Y offen in X ist. Eine stetige Bijektion zwischen X und Y mit
stetiger Umkehrabbildung heif3t ein Homdomorphismus.

Ist X ein topologischer Raum und V c X eine Teilmenge, so wird V' ebenfalls zu einem
topologischen Raum, versehen mit der Teilraumtopologie (oft auch Spurtopologie genannt).
Eine Teilmenge U c V ist dann offen in V, wenn es eine offene Teilmenge W von X gibt mit
U = Wn V. (Dabei braucht U nicht offen in X zu sein, wenn V es nicht ist.) Deswegen erbt jede
Teilmenge einer affinen oder projektiven k-Varietdt von dieser die k-Zariski-Topologie.

Lemma und Definition 4.13. Es sei V eine affine k-Varietit. Fiir f € k[ V] sei

D(f)={peV:f(p) #0}.

Teilmengen der Form D(f) mit f € k[ V] heilen basis-offen. Es gilt D(f)nD(g) = D(fg) und
jede offene Teilmenge von V ist eine endliche Vereinigung von basis-offenen Mengen.

Beweis. Esgilt D(f) = V\V(f),alsoist D(f) offen. Ist U c V offen, so gibtes fi,..., f, € k[ V]
mit VU =V(f,...,f;). Alsogilt U =D(f;) u---uD(f,). [

Eine entsprechende Aussage gibt es auch im Projektiven. Wie zuvor sei D, ( f) fiir ein homo-
genes Polynom f € k[x, ..., x,] die offene Teilmenge P" \ V. (f). Jede offene Teilmenge von P"
ist eine endliche Vereinigung von solchen der Form D, ( f).

Proposition 4.14. Die Bijektion

An - D;
pi:
(ags---»8i1,i11,--->8,) = [ao....ai,1ai0,...,0,]

zwischen A" und D; = D, (x;) c P ist ein Homdomorphismus beziiglich der k-Zariski-Topologie
auf A" und der Teilraumtopologie der k-Zariski-Topologie auf D;.

Beweis. Es genligt zu zeigen, dass eine Teilmenge V von A" genau dann k-abgeschlossen ist,
wenn es eine k-abgeschlossene Teilmenge X c P gibt mit p;(V') = X n D;. Dies folgt leicht aus
Prop. 3.21 (siehe Ubung 4.9). [

Definition 4.15. Jede offene Teilmenge einer projektiven (bzw. affinen) k-Varietit heif3t eine qua-
siprojektive (bzw. quasiaffine) k-Varietit.

Jede projektive Varietit ist auch quasiprojektiv, jede affine auch quasiaffin. Nach Prop. 4.14(3)
ist jede quasiaffine Varietdt homoomorph zu einer quasiprojektiven Varietit. Deshalb sagen wir
einfach k-Varietit fiir eine k-Varietit die quasiaffin oder quasiprojektiv sein darf.

Korollar 4.16. Jede projektive (bzw. quasiprojektive) k-Varietit W besitzt eine endliche Uberde-
ckung W = Uy u ---u U, durch offene Teilmengen, die zu affinen (bzw. quasiaffinen) k-Varietditen
homdoomorph sind.
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Beweis. Ist W c P", dann kann man nach Prop. 4.14(3) die Teilmengen U; = WnD, nehmen. =

Definition 4.17. Ein topologischer Raum X heif3t noethersch, wenn er die absteigende Ketten-
bedingung fiir abgeschlossene Mengen besitzt: Ist ¥; o Y, o --- eine Folge von abgeschlossenen
Mengen, dann gibt es einen Index m mit Y,, = Y.y = ---.

Nach Kor. 1.12 ist A" mit der k-Zariski-Topologie ein noetherscher topologischer Raum (im
wesentlichen, weil der Polynomring noethersch ist). Ebenso ist P" noethersch (gleicher Beweis).

Definition 4.18. Es sei X ein topologischer Raum. Eine nicht-leere Teilmenge Y von X heifst
reduzibel, wenn es abgeschlossene Teilmengen Y, Y, von Y gibt mit

Y=Y uY, und Y, Y.

Eine nicht-leere Menge heifit irreduzibel, wenn sie nicht reduzibel ist. Die leere Menge ist nicht
irreduzibel. Eine k-Varietdt heifSt irreduzibel, wenn sie irreduzibel in der k-Zariski-Topologie ist.

Offenbar stimmt diese Definition fiir affine oder projektive k-Varietidten mit der vorigen iiberein.

Bemerkung 4.19. Man beachte die grofle Ahnlichkeit zwischen der allgemeinen Definition von
Irreduzibilitdt in topologischen Rdumen und der von Zusammenhang. Jede irreduzible Teilmen-
ge ist zusammenhingend, aber die Umkehrung ist véllig falsch (siehe auch Ubung 4.8)

Lemma 4.20. Sei ¢: X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Riumen. Ist Z c X
irreduzibel, so ist auch ¢(Z) irreduzibel.

Beweis. Ist 9(Z) c Z, U Z, mit Z;, Z, c Y abgeschlossen, so folgt Z c ¢~'(Z;) U ¢7'(Z,). Da ¢
stetig ist, sind ¢~1(Z;) und ¢~1(Z,) abgeschlossen. Also folgt Z c ¢~1(Z;) oder Z c ¢!(Z,) und
damit ¢(Z) = Z, oder ¢(Z) = Z,. |

Proposition 4.21. In einem noetherschen topologischen Raum X ist jede nicht-leere abgeschlossene
Teilmenge Y eine endliche Vereinigung

Y=Y,u-UY,

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen Yy, ..., Y, mit Y; ¢ Y, fiir i # j. Diese Teilmengen
sind bis auf Vertauschung eindeutig bestimmt und heifSen die irreduziblen Komponenten von X.

Beweis. Geht genauso wie Satz 1.13. ]

Proposition 4.22. Es sei X ein topologischer Raum.
(1) Der Abschluss einer irreduziblen Teilmenge von X ist irreduzibel.
(2) Ist X irreduzibel, so ist jede nicht-leere offene Teilmenge von X irreduzibel und dicht in X,
das heifst je zwei nicht-leere offene Teilmengen von X haben nicht-leeren Schnitt.

Beweis. (1) Sei Y c X irreduzibel. Falls Y = U Y, mit Y;, Y, abgeschlossen in Y, so folgt Y c )
oder Y c Y;, weil Y irreduzibel ist. Weil Y; und Y, abgeschlossen sind, folgt Y=Y oderY =Y.

(2) Sei U c X offen, U # @. Dann gilt X = Uu (X\U). Weil X irreduzibel istund X\ U ¢ X,
folgt U = X. Seien Y; und Y, abgeschlossene Teilmengen von X mit U = (Y;n U) u (Y, n U).
Wire YU Y, ¢ X, so wire U ¢ X. Also folgt Y, = X oder Y, = X, weil X irreduzibel ist. [}
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UBUNGEN

Ubung 4.7. Zeigen Sie, dass die Zariski-Topologie auf A* = A! x A! nicht die Produkttopologie ist.

Ubung 4.8. Zeigen Sie: Eine Teilmenge von R” ist in der euklidischen Topologie genau dann irreduzibel,

wenn sie aus einem einzigen Punkt besteht.
Ubung 4.9. Beweisen Sie Prop. 4.14.

Ubung 4.10. Es sei X ein topologischer Raum, W c X eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:
(i) Jeder Punkt p € W besitzt eine offene Umgebung U in X derart, dass Y n U abgeschlossen in U ist;
(ii) es gibt eine offene Teilmenge U c X mit W c U derart, dass W abgeschlossen in U ist;
(iii) es gibt eine offene Teilmenge U c X und eine abgeschlossene Teilmenge Z c X mit W = Un Z.
Eine Teilmenge W von X mit diesen Eigenschaften heif3t lokal abgeschlossen.
Die quasiprojektiven (bzw. quasiaffinen) k-Varietdten sind nach (iii) also genau die lokal abgeschlossenen
Teilmengen von P” (bzw. A") in der k-Zariski-Topologie.

Ubung 4.11. Ein topologischer Raum X heifit quasikompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt'. Zeigen Sie:

(a) Jeder noethersche topologische Raum ist quasikompakt.

(b) Jeder Teilraum eines noetherschen Raums ist noethersch.

(c) Jeder noethersche Hausdorffraum ist endlich und diskret. (Das heif3t alle Teilmengen sind offen.)

4.3. REGULARE FUNKTIONEN

Zu jeder affinen Varietdt haben wir den Koordinatenring als einen Ring von Polynomfunk-
tionen definiert. Wir fithren nun Funktionenringe fiir beliebige Varietiten ein.

Definition 4.23. (1) Essei V c A" eine quasiaffine k-Varietdt und sei p € V ein Punkt. Eine
Funktion f: V' — K heif3t regulir in p, wenn es eine offene Umgebung U von p in V gibt und
Polynome g, h € k[x;, ..., x,] derart, dass

f(q) = % und h(q) #0 fiir alle g € U.

(2) Essei V c P" eine quasiprojektive k-Varietdt und sei p € V ein Punkt. Eine Funktion
f:V — K heifdt regulér in p, wenn es eine offene Umgebung U von p in V gibt und homogene
Polynome g, h € k[x, ..., x,]| mit deg(g) = deg(h) derart, dass

f(q)=% und  h(q)#0 firalleqe U,

In beiden Fillen heifdt die Funktion f reguldr auf V, wenn sie in jedem Punkt von V regulér ist.

Lemma 4.24. Jede regulire Funktion auf V ist stetig beziiglich der k-Zariski-Topologie.

'"Manche Autoren nennen diese Eigenschaft auch schon kompakt. In der hier verwendeten Terminologie heifit ein
Raum kompakt, wenn er quasikompakt ist und die Hausdorffsche Trennungseigenschaft besitzt.
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Beweis. Sei V. c P" quasiprojektiv und f:V — K eine reguldre Funktion. Es gentigt zu zei-
gen, dass Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind. Sei also Y ¢ K = A! eine k-
abgeschlossene Menge, also Y = V(r), r € k[x]. Es gentigt zu zeigen, dass V iiberdeckt durch
offene Mengen U tiberdeckt wird, mit der Eigenschaft, dass Un f~(Y') abgeschlossen in U ist. Sei
p € Vund U eine offene Umgebung mit f(q) = g(q)/h(q) firalleq € U, mit g, h € k[xo, ..., X,]
homogen und vom selben Grad. Dann gilt also g € f~}(Y) n U genau dann, wenn r(f(g)) =
r( g(q)/ h(q)) = 0. Wir bereinigen die Nenner und setzen

F(X(),. . -)xn) = hdeg(r) : T(%) € k[xO)- .. )xn]>

dann ist F homogen und es folgt f~1(Y) n U = V. (F) n U. Damit ist f}(Y) n U abgeschlossen
in U. Weil f auf V regulér ist, wird V von solchen offenen Umgebungen iiberdeckt und die
Behauptung ist bewiesen. Fiir quasiaffines V' geht der Beweis genauso. |

Lemma und Definition 4.25. Fiir jede k-Varietit V bilden die reguldren Funktionen V — K
eine k-Algebra O(V'), den Ring der reguliren Funktionen auf V.

Beweis. Es seien f;, f,: V. — K zwei reguldre Funktionen. Ist p ein Punkt von V und U; eine
offene Umgebung von p mit f;(q) = gi(q)/hi(q) fir Polynome g;, h; (i = 1,2), dann ist U; n U,
eine offene Umgebung von p, auf der f,+ f, bzw. f;- f, durch % bzw. durch {42 reprasentiert
werden. Also sind f; + f, und f, f, regulér. Dass die Ringgesetze erfiillt sind, ist klar, weil es sich
um Funktionen handelt. |

Bemerkung 4.26. Die Abbildung O:U ~ O(U), die jeder offenen Teilmenge der Varietit V
einen Ring zuordnet, hat die Eigenschaften einer sogenannten Garbe und heifst die Strukturgar-
be von V. Das systematische Studium von Garben und ihrer Cohomologie ist ein wichtiges Ele-
ment der modernen algebraischen und komplexen Geometrie (siehe zum Beispiel [Hartshorne]).

Die Definition einer reguldren Funktion ist lokal im Sinn der Topologie, d.h. sie spielt sich
in Umgebungen von Punkten ab. Im allgemeinen ist es aber nicht so einfach, den ganzen Ring
O(V) fiir eine beliebige Varietit zu bestimmen. Wir machen uns jetzt an diese Bestimmung fiir
affine und projektive Varietaten. Dazu stellen wir als erstes die Beziehung zu lokalen Ringen her.

Lemma und Definition 4.27. Es sei V eine k-Varietit und p € V ein Punkt. Sind U; und U,
offene Umgebungen von p und f; € O(U;) und f, € O(U,) regulire Funktionen, so definiere

lefZ — f1|U10U2 :f2|U10U2'

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Paare ( f, U) bestehend aus einer
offenen Umgebung U von p und einer reguliren Funktion f € O(U). Wir schreiben [ f] fiir die
Aquivalenzklasse von f und nennen [ f] den durch f bestimmten Funktionenkeim in p. Wir
schreiben O,, v fiir die Menge aller Funktionenkeime. Gegeben [ f], [ f>] € O, v mit f; € O(U;)
und f, € O(U,), dann definieren wir Summe und Produkt durch

[fl]+[f2] = [f1|UlﬂU2+f2|U1FTU2]'
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Mit diesen Operationen wird O,y zu einem Ring, genannt der lokale Ring von V' im Punkt p.
Die Konstruktion von O,y ist lokal um p, d.h. ist W c V eine offene Umgebung von p, so ist
durch [f] = [ f|w] ein Isomorphismus O, v - O, w gegeben.

Beweis. Ubung. |

Ein Funktionenkeim im Punkt p ist keine Funktion, da der Definitionsbereich variabel ist.
Nur im Punkt p selbst ist der Wert wohldefiniert. Insbesondere konnen wir definieren:

mpy = {[f] € Opv: f(p) = 0}.
Proposition 4.28. Der Ring O,y ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, y.

Lemma 4.29. Sei R ein Ring und M ein Ideal in R. Genau dann ist R ein lokaler Ring mit maxi-
malem Ideal M, wenn R~ M = R* gilt.

Beweis. Sei R ein lokaler Ring und M sein maximales Ideal. Wegen M ¢ R gilt M c R \ R*. Ist
umgekehrt f € R\ R*, so folgt 1 ¢ (f). Also ist (f) in einem maximalen Ideal enthalten (nach
dem Zornschen Lemma). Da R lokal ist, muss f € M gelten. Umgekehrt gelte R \ M = R*. Ist
I ¢ R ein Ideal, so gilt I n R* = @, also I ¢ M. Damit ist R lokal mit maximalem Ideal M. |

Beweis von Prop. 4.28. Dies folgt nun leicht aus dem Lemma. Denn ist [f] € O,y \ m,,y mit
feO(U),sogiltalso f(p) # 0. Dannist W = {p € U: f(p) # 0} offen und nicht-leer und es gilt

Jl[ € O(W). Also ist [%] € O,y das Inverse von [ f], so dass [ f] eine Einheit in O,y ist. n

Statt sich auf einen einzelnen Punkt zu konzentrieren, kann man auch Funktionen betrach-
ten, die nur irgendwo regulr sind.

Lemma und Definition 4.30. Es sei V eine irreduzible k-Varietit. Eine rationale Funktion auf
V ist eine Aquivalenzklasse [ f] von Paaren ( f, U) bestehend aus einer nicht-leeren offenen Teil-
menge U von V und einer reguldren Funktion f € O(U), wobei [ fi] = [ f2] fiir f; € O(U;) und
f> € O(U,) genau dann gilt, wenn fi|y,nu, = f2|v,nv,> Wie zuvor.

Die rationalen Funktionen auf V bilden einer Korper k(V'), den Funktionenkorper von V.
Die lokalen Ringe O, v sind Teilringe von k(V') und es gilt k(V') = Upey Op,y. Ist U c V eine
beliebige nicht-leere offene Teilmenge von V, so gilt k(V') = k(U).

Beweis. Die Addition und Multiplikation von Aquivalenzklassen sind definiert wie zuvor im Fall
der lokalen Ringe.” Beachte, dass der Schnitt von je zwei nicht-leeren offenen Teilmengen nicht
leer ist, weil V irreduzibel ist (siche Prop. 4.22(2)). Ist auflerdem [f] € k(V') gegeben durch
feO(U), f#0,so0istdie Menge W = {p € U: f(p) # 0} offen und nicht-leer, also 1/f € O(W)
und [f]-[1/f] = 1in k(V). Die weiteren Behauptungen sind leicht zu iiberpriifen (Ubung).

|

Als nichstes stellen wir die Beziehung zwischen den abstrakt definierten Ringen und Kor-

pern von reguldren Funktionen und dem Koordinatenring einer affinen Varietit her.

*Die Konstruktionen von k(V') und O, v kann man auch beide formal als einen direkten Limes der Ringe O(U)
(indiziert Giber alle offenen Mengen bzw. alle Umgebungen von p) beschreiben und so auf einmal abhandeln.
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Satz 4.31. Essei V c A" eine affine k-Varietiit.
(1) Esgilt k[V] 2 O(V).
(2) Ist V irreduzibel, so gilt Quot(k[V]) = k(V).
(3) Fiir jedes p € V seim, = {f € k[V]: f(p) = 0}. Dann gilt k[V ],,, = O, v.

Beweis. (3) Wir konnen den Isomorphismus explizit angeben. Ist p € V und { € k[V],, dann st
alsos € k[ V] mits(p) # 0.Ist U die offene Menge V \V(s), so ist durch g = f(q)/s(q) also eine
regulire Funktion U — K gegeben. Der so definierte Ringhomomorphismus k[ V], = O, v
ist surjektiv nach Definition der Funktionenkeime. Er ist auch injektiv: Denn ist U eine offene
Umgebung von p mit f(q)/s(q) = 0 fiir alle g € U, dann gibt es nach Lemma 4.13 ein Element
hek[V]~m,mitpeD(h)cU.Damitgilt (hf)(q) =0fiiralleqge V,alsoh-(f-1-0-5) =0
in k[V] und damit £ = ¢ = 0 in k[V],,,.

(1) Sei zunéchst V irreduzibel. Per Definition gilt dann O(V) = N,y O,y (wobei wir den
Durchschnitt innerhalb von k( V') bilden). Aus (3) folgt deshalb O(V') = N k[V],,,. Nach Lemma
1.39 kommen unter den m,, p € V, alle maximalen Ideale von k[ V'] vor (tatséchlich sind es genau
die maximalen Ideale). Deshalb folgt N k[V'],,, = k[ V] aus Lemma 4.11.

Ist V=V,u---UV, die Zerlegung von V in irreduzible Komponenten, so kénnen wir O(V)
als Teilring des direkten Produkts O(V;) x---O(V,) auffassen, durch die injektive Abbildung f
(flvis---> flv,)- Das gleiche gilt fiir k[ V'], das wir als Teilring von k[ V;] x---x k[ V;] interpretieren
konnen. Damit folgt O(V') = k[ V] aus dem irreduziblen Fall.

(2) Aus (3) folgt Quot(O,v) = Quot(k[V],,) = Quot(k[V]) fiir jedes p € V. Aufier-
dem gilt Quot(O, ) c k(V), einfach weil k(V') ein Korper ist, der O, enthilt. Also folgt
Quot(k[V]) c k(V'). Andererseits ist jedes Element von k(V') in einem der Ringe O,y enthal-
ten, was die umgekehrte Inklusion zeigt. |

Bei einer projektiven Varietdt sieht die Sache etwas anders aus, denn die Elemente des homo-
genen Koordinatenrings sind ja keine Funktionen auf der Varietit. Stattdessen muss man immer
Briiche von homogenen Polynomen desselben Grades bilden.

Satz 4.32. Es sei X c P" eine projektive k-Varietit.
(1) Fiir die affine Varietit V; = X n D, (x;) gilt k[ V;] 2 (k. [X]5)o (fiiri=0,...,7).
(2) Ist X irreduzibel, so gilt k(X) = Quot(k.[V])o.
(3) Fiir jeden Punkt p € X sei m, = Z,({p}) c k[ X]. Dann gilt O, x = (ki[X]m,)o.

Der Index 0 bezieht sich dabei auf den graduierten Teil vom Grad 0, wie in Lemma 4.12.

Beweis. (1) Die Abbildung a:k[yo, ..., Vit Vists---> ¥n] = (K[X05-..,%n]x )0 gegeben durch
yj > X;/x; ist ein Isomorphismus von k-Algebren, und es gilt

a(Z(V3)) = (Z:(X)x)o-

Denn ist f € Z(V;), so gilt a(f) = g/x¢ mit g € k[xo,...,x,] homogen vom Grad d, und
es folgt x;g € Z,(X), also g/x¢ € (Z,(X),,)o. Umgekehrt gilt fiir f/x¢ € (Z,(X),,)o offenbar
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flx¢=a(g)mitg=f(yo,.--» it L, Yist, - .., 1) € Z(V;). AuBBerdem gilt (Ubung 4.5):
ki [X]g 2 (k[x0, 5 %] /(24 (X))

Nach dem Homomorphiesatz induziert « einen Isomorphismus &: k[ V;] = (k[ X]z)o.

(2) Wahle i € {0,...,n} mit V; # @, dann gilt k(X) = k(V;) und damit k(X) = Quot(k[V;])
nach 4.31(2). Damit folgt die Behauptung aus (1).

(3) Sei p € X und wihle i mit p € V;. Nach (1) und 4.31(3) gilt dann O, x = O, v, = k[V,-]m;J,
mit mj, = Z(p) c k[ V;]. Mit @ wie oben gilt dann «(m},) = m, - (k.[X]y,)o. Wegen p € V; gilt
Xi ¢ m,, deshalb folgt

IR

(ke [X T, )o = (ke [XT5)m, Jo 2 k[Vilwy = Opx. u

’
r

UBUNGEN

Ubung 4.12. Essei V eine irreduzible quasiprojektive Varietit und seien f, g € O(V). Zeigen Sie: Falls
es eine nicht-leere offene Teilmenge U c V gibt mit f|y = g|u, dann gilt f = g.

Ubung 4.13. Sei V eine k-Varietit und p € V ein Punkt. Finden Sie eine Bijektion zwischen den Prim-
idealen des lokalen Rings O,  und der Menge aller abgeschlossenen irreduziblen Untervarietiten von V,
die p enthalten.

Ijbung 4.14. Essei V eine k-Varietdt mit irreduziblen Komponenten Vi, ..., V,. Zeigen Sie
(a) Falls V;nV; = @ fiir alle i # j gilt, so ist die Abbildung

O(V) > O(W) x - x O(V,), v (flvis-- > flv,)

ein Isomorphismus von k-Algebren.
(b) Ist V endlich, so ist die Voraussetzung V; n V; = @ fiir i # j immer erfillt.
(Vorschlag: Sei V- = W; u W, mit W; abgeschlossen in V. Wende Lemma 1.30 auf Wj und W, an.)

4.4. MORPHISMEN

Morphismen von affinen Varietdten haben wir schon im ersten Kapitel untersucht. Fiir pro-
jektive Varietdten haben wir uns dagegen bisher auf die sogenannten globalen und lokalen Po-
lynomabbildungen beschrankt. Wir erweitern nun den Begriftf des Morphismus auf beliebige
(quasiprojektive oder quasiaffine) Varietiten.

Definition 4.33. Es seien X und Y zwei k-Varietiten. Ein Morphismus zwischen X und Y ist
eine stetige Abbildung
p:X—>Y

mit folgender Eigenschaft: Fiir jede offene Teilmenge U c Y und jede regulidre Funktion f €
O(U) ist die Funktion f o ¢: ¢1(U) — K wieder regulr.

Aus der Definition ist klar, dass Kompositionen von Morphismen wieder welche sind. Der
Morphismus ¢ heif3t ein Isomorphismus, wenn es einen Morphismus y: Y — X gibt mit yo ¢ =
idx und ¢ o ¥ = idy. Die Varietiten X und Y heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus
zwischen ihnen gibt, in Zeichen X 2 Y.
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Lemma 4.34. Es seien X und Y zwei k-Varietiten und ¢: X — Y eine stetige Abbildung. Genau
dann ist ¢ ein Morphismus, wenn jeder Punkt p € X eine offene Umgebung U in X besitzt derart,
dass die Einschrinkung ¢|y: U — Y ein Morphismus ist.

Beweis. Ubung 4.17. u

Korollar 4.35 (Verklebung). Es seien X und Y zwei k-Varietiten. Gegeben eine offene Uberdeckung
X = Uia Ui von X und Morphismen ¢;:U; — Y fiir jedes i € I mit ¢ilu,nu; = @jlu,nu; fiir alle
i,jel, dannist

¢:X =Y, pr>i(p) fir p e U;

ein Morphismus.

Beweis. Nach dem Lemma gentigt es zu bemerken, dass ¢ stetig ist. Das ist klar, weil die U; offen
und die g; stetig sind. |

Schon vorher haben wir den Schnitt einer projektiven Varietdt in [P” mit D; als affine Variett
behandelt, durch ’Identifikation’ D; = A". Das konnen wir jetzt priziser machen, indem wir die
Definition einer affinen Varietét entsprechend erweitern.

Definition 4.36. Eine k-Varietdt X heif3t affin, wenn es n € N und eine k-abgeschlossene Teil-
menge Y c A" gibtmit X =2 Y.

Proposition 4.37. Der Homdoomorphismus

An - D;
pi:
(ags.--»8i1,i11,--->8,) = [ao...5ai,1ai0,...,0,]
zwischen A" und D; = D, (x;) c P" ist ein Isomorphismus von Varietiten.

Beweis. Betrachte ohne Einschrankung den Fall i = 0. Eine reguldre Funktion auf D, ist lo-
kal durch einen Bruch f/g von homogenen Polynomen gleichen Gerades gegeben. Dann ist
durch (f/g) o po = f(Lyi,--»¥2)/g(Ly, ..., y,) entsprechend lokal eine regulire Funktion
auf A" gegeben. Die Umkehrabbildung von p, ist py': [ao,...,a,] = (ai/ae,...,an/a0). Ei-
ne reguldre Funktion auf A" ist lokal durch einen Bruch f/g, f,g € k[y1,..., y.] gegeben. Sei
d = max{deg(f),deg(g)}, dann gilt

i Op—l _ f(xl/xO:-..,xn/xo) _ ng(xl/xo,,,,,xn/xo) B xg_deg(f)f*
0 =

g g(x/x0, . x0/%0)  xZg(x1/X05 -+ >Xn]%0) xg‘deg(g)g*’
wobei f*, ¢g* die Homogenisierung von f, g beziiglich x, ist. Dadurch ist lokal eine reguldre
Funktion auf D, definiert. [

Die Teilmengen D, (x;) sind also offene affine Untervarietiten von P".

Lemma 4.38. Es sei X eine k-Varietdt, Y c A" eine affine k-Varietit. Eine Abbildung ¢: X — Y ist
genau dann ein Morphismus, wenn x; o ¢ fiir jedes i = 1,..., n eine regulire Funktion auf X ist,
wobei x;: A" — K die i-te Koordinatenfunktion ist.

Beweis. Ist ¢ ein Morphismus, so sind die x; o ¢ nach Definition regulidr. Umgekehrt seien die

x; o ¢ alle reguldr. Dann ist auch f o ¢ fiir jedes f € k[x;, ..., x,] reguldr. Da die abgeschlossenen
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Teilmengen von A" von der Form V(fi)n---V(f,) mit fi, ..., f, € k[x1, ..., x,] sind und regulire
Funktionen stetig sind, folgt, dass auch ¢ stetig ist. Auflerdem sind die reguldren Funktionen auf
Y lokal durch Quotienten von Polynomen definiert. Deshalb ist g o ¢ fiir jede reguldre Funktion
g auf Y wieder reguldr. Also ist ¢ ein Morphismus. |

Aus dem Lemma folgt, dass die Morphismen X — A! von einer k-Varietit X in die affine
Gerade genau die reguldren Funktionen auf X sind. Auflerdem folgt, dass die neue Definition
von Morphismus fiir affine Varietdten mit der alten tibereinstimmt, das heif3t es gilt das Folgende:

Proposition 4.39. Es seien V c A™ und W c A" affine k-Varietditen. Genau dann ist eine Abbil-
dung ¢: V - W ein Morphismus, wennes fi,..., f, € k[V] gibt mit ¢ = (fi,..., f,).

Beweis. Ist ¢ = (f1,..., fn) durch Elemente von k[ V'] gegeben, so gilt x;0 ¢ = f; e O(V) = k[ V].
Also ist ¢ ein Morphimus nach Lemma 4.38. Die Umkehrung folgt entsprechend. |

Auch offene Untervarietiten von affinen Varietdten (also quasiaffine Varietdten) konnen wie-
der affin sein, wie die folgende Aussage zeigt.

Proposition 4.40. Essei V eine affine k-Varietit und f € k[ V], f # 0. Dann ist auch U = VXV(f)
affin, mit Koordinatenring k[U] = k[ V'] .

Beweis. Betrachte die affine Varietit

W={(p,t)e VxA: t-f(p)=1}.
Per Definition ist 1/ f € O(U). Also ist

¢:U—>W,pw (p,1/f(p))

ein Morphismus. Die Projektion 7: W — U, (p, t) — p ist ein Morphismus und erfiillt offenbar
mo ¢ =idy und ¢ o = idy. Also ist ¢ ein Isomorphismus. Der Koordinatenring ist k[ W] =
k[V][t]/(tf —1) und damit isomorph zu k[ V}] (siehe §4.1). |

Die Beschreibung der Primideale von k[ V] in Prop. 4.5 entspricht genau der Tatsache, dass
die irreduziblen Untervarietiten von V' \ V(f) in Bijektion sind mit den irreduziblen Unterva-
rietiten von V, die nicht in V( f) enthalten sind.

Beispiele 4.41. (1) Essei V = Alund f = x. Die offene Untervarietit V \ V(f) = Al \ {0}
ist affin mit Koordinatenring k[x],. Dieser Ring ist, genauso wie oben im Beweis, isomorph zu
k[x,y]/(xy —1). Also ist A’ \ {0} zu einer Hyperbel isomorph.

(2) Dagegen ist A" \ {0}, der affine Raum ohne den Ursprung, fiir n > 2 nicht affin. Siehe
dazu Ubung 4.18.

Korollar 4.42. Sei X eine k-Varietit. Jede offene Teilmenge von X ist eine endliche Vereinigung von
affinen offenen Untervarietdten. Insbesondere besitzt jeder Punkt eine affine offene Umgebung.

Beweis. Ist X c IP" quasiprojektiv, so gilt zundchst X = U ,(X n D, (x;)) und diese Teilmengen
von X sind offen und quasiafhin. Es reicht deshalb, die Behauptung fiir den Fall zu zeigen, dass
X selbst quasiaffin ist. Sei also Y c A" eine affine k-Varietit und X c Y offen in Y. Dann ist jede
offene Teilmenge von X auch offen in Y und damit von der Form Y\V(f,..., f,) fur fi,..., f, €
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k[Y]. Nach Prop. 4.40ist Y\V(f;) affin fiir jedes i und es gilt Y\V(f1, ..., f,) = UL (Y \V(f)).
Damit ist die Behauptung bewiesen. |

Proposition 4.43. Es seien X c P, Y c P" quasiprojektive Varietditen, und ¢: X — Y eine stetige
Abbildung. Genau dann ist ¢ ein Morphismus, wenn zu jedem Punkt p € X eine offene Umgebung

U und homogene Polynome fq, ..., fu € k[Xo, ..., X, | vom selben Grad existieren, derart, dass

0(q) = [fo(q)---» fu(q)]

fiir alle q € U gilt. Insbesondere ist jede globale Polynomabbildung (siehe §3.5) ein Morphismus.

Beweis. Es sei ¢ ein Morphismus und p € X ein Punkt. Wahle i mit ¢(p) € D; c P" und setze
V = ¢7(D;). Ohne Einschrinkung sei i = 0. Betrachte die reguldren Funktionen y;/y, € O(Dy)
fiir j = 1,..., n. Dann sind die Kompositionen y; = (/o) o reguldr auf V. Deshalb gibt es eine
offene Umgebung U von p in V und homogene Polynome gi, ..., g, hi, ..., hy € k[X0, ..., X ]
mit deg(g;) = deg(h;), V. (h;) n U = @ und y; = g;/h; auf U. Es gilt deshalb fiir alle g € U:

B 3 gl(Q) gn(q)
9(9) = [Lyi(@)s-oyn(@)] = {15057 S

= [(hlhn)(q)’ (glhzhn)(q)’ ceeo (hlhn—lgn)(q)]

Diese Produkte sind alle homogen vom selben Grad. Die Umkehrung folgt wieder analog. m

Beispiel 4.44.
Essei C = V(x? + y* — z?) c P2 und betrachte
p=10,1,1] Y-Z=0
{ c - P
gD:
[x.y.2] = [x,y-2]
X=0

So wie es da steht, ist ¢ undefiniert, falls x = 0 and y = z,

also im Punkt p = [0,1,1]. Diese Abbildung ist die stereo-
graphische Projektion vom Punkt p, die r € C, r # p auf ) Y=0

den Schnittpunkt der Geraden pr mit {y = 0} abbildet.
Betrachte die offene Menge Dy = {[s,t] € Pl:s # 0} und
setze U = ¢~1(Dy). Fir [x, y,z] € U gilt dann [0-11] Y+7 =0
o[x,y,2] =[x,y - 2] = ll’ Va Z]. Bild in der affinen Ebene D,
X Bildquelle: [Harris], S. 20

Wegen x? + y? = z2 folgt aber auch

2 _ 2 2

y-z y'-z¢ = X -X

x  x(y+z) x(y+z) ) y+z
Also ist die Einschridnkung von ¢ auf U gegeben durch

]: [y+2z —x],

und dieser Ausdruck ist definiert im Punkt [0,1,1], ndmlich ¢[0,1,1] = [L,0], dafiir aber nicht
definiert in [0, -1,1]. Also ist ¢: C — P! ein Morphismus, lokal gegeben auf den offenen Mengen

olx,y,2] = ll

Ty+z
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Up=C~{[0,1,1]} und U; = C~ {[0,-1,1]} durch
o[x,y,z] =[x,y —z]fur [x,y,2] € Uy und ¢[x,y,z] =[y+2z —x] fir [x, y,z] € U,.

Das war unser erstes Beispiel fiir einen Morphismus von projektiven Varietiten, der nicht
durch eine globale Polynomabbildung gegeben ist. (Man kann beweisen, dass das in diesem Bei-
spiel auch nicht moglich ist.) Wir diskutieren jetzt zwei allgemeinere Fille: Die Projektion auf
der Segre-Varietdt sowie die Umkehrung der Veronese-Abbildung.

Satz 4.45. Essei 04.:P" xP" - X, die Segre-Abbildung und m:P™ x P" — [P die Projektion auf
den ersten Faktor. Dann ist
noo X, —P"

ein Morphismus.
Beweis. Per Definition ist g,,, ,: P x P" — Pmn+m+n figr [y] € P und [v] € P" gegeben durch

Omn([u], [v]) = [wvT] = [uovo, . ,uovn,ulvo,...,ulvn,...,umvo,...,umvn].

Wihle homogene Koordinaten z;; auf P+ ™+ = P(Mat(.1)x(n+1)(K)) und sei U; = D, (z;)
die offene Menge von Matrizen, in denen der erste Eintrag in der i-ten Spalte ungleich 0 ist. Ist
[uvT] € £,,,, 0 U;, dann muss v; # 0 gelten. Es gilt deshalb [uvT] = [v;!- uvT] und in dieser
Matrix ist die i-te Spalte gleich u. Deshalb stimmt 7 0 07! auf U; n £,, , mit der Projektion

s [aij] = [aio, cees aim]

auf die i-te Spalte tiberein. Da 7m0 07! stetig ist, ist es damit ein Morphismus nach Prop. 4.43. =

Satz 4.46. Die Veronese-Abbildungv,;:P" — PN-L, N = ("*d), ist ein Isomorphismus P" = v (P").

n

Beweis. Da v, selbst eine globale Polynomabbildung ist, ist es ein Morphismus. Nach Prop. 3.36
ist v; auflerdem injektiv. Sei Z = v;(P"). Dann miissen wir zeigen, dass die Umkehrabbildung
v;':Z — P" ein Morphismus ist. Auf PN~! arbeiten wir wieder mit homogenen Koordinaten z,,
a e, X ={aecZ":|a| = d}. Wir haben gesehen, dass Z durch die quadratischen Gleichungen

Z:V+(zazﬁ—zy25: a+p :y+6,cx,/3,y,662)
gegeben ist. Betrachte fir i € {0,...,n} und a € £ mit «; > 1 die Abbildung
Pa,i- Zn D+(Zot) Pz~ [Z(x—e,-+eo> Za—ej+eps - Z(x—e,--f-e,,]'

Diese Abbildung ist wohldefiniert, weil z, # 0 auf der rechten Seite vorkommt. Fiir z € Z n
D, (z4zp) mit a; > 1und f; > 1 gilt auBBerdem ¢, ;(z) = ¢p j(z) wegen

Zoc—e,-+ekzﬁ—e]-+el = Zoc—e,-+elzﬁ—ej+ek-

Nach Kor. 4.35 verkleben die ¢, ; zu einem Morphismus ¢:Z — P". Es gilt ¢ o v; = id, denn
ist x € P" mit x; # 0, so kann man x = [ay,...,a;,1,ai41,...,4d,] schreiben und sieht direkt
@a,i(va(x)) = x fiir a = d - e4. Also gilt ¢ = v;' und die Behauptung ist bewiesen. n

Korollar 4.47. Es sei f € k[xo,...,x,] ein homogenes Polynom vom Grad d. Dann ist die offene
Untervarietdt D, (f) c P" affin.
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Beweis. Sei f = ¥|4-q4 Cax®. Unter der Veronese-Abbildung v,: P" — PN~ gilt dann v4 (D, (f)) =
va(P") N D, (€) mit £ = 3,4 CaZq (vgl Kor.3.38). Diese Varietit ist affin nach Prop. 4.37 (denn
durch einen Koordinatenwechsel auf PN-! kénnen wir zum Beispiel ¢ = z,, erreichen). |

Beispiel 4.48. Es sei k = Rund f = x3 + -+ + x2. Nach dem vorangehenden Korollar ist V =
Pr\V, (f) eine affine Varietit. Andererseits hat die Quadrik V, ( f) keine reellen Punkte. Deshalb
haben V und P" dieselben reellen Punkte. Fiir n = 2 gibt es also zum Beispiel eine affine Flache
V c A" derart, dass V n R” zum reellen projektiven Raum homéomorph ist. Allerdings besitzt
V keine Einbettung in A3. Als reelle Mannigfaltigkeit erlaubt P4 nur eine Immersion in R? (mit
Selbstdurchdringung). Eine solche Immersion ist zum Beispiel die sogenannte Boysche Flache.

Boysche Fliche (Bildquelle: virtualmathmuseum.org)

Schliellich konnen wir den Hauptsatz der Eliminationstheorie auf die allgemeinere Situati-
on von Morphismen zwischen projektiven Varietdten tibertragen.

Satz 4.49. Es sei X eine projektive k-Varietdit und ¢: X — P" ein Morphismus. Dann ist ¢(X)
abgeschlossen.

Beweis. Es gelte X c [P™. Betrachte den Graph
Ly ={(p.q) ¢ P" xP": f(p) = q}.

Dann ist I, eine abgeschlossene Teilmenge von P x . Um das zu sehen, sei U eine offene Teil-
menge von X, auf der ¢|y = (fo, ..., fn) durch homogene Polynome f, ..., f, € k[xq, ..., %n]
gleichen Grades gegeben ist. In homogenen Koordinaten yy, ..., y, auf P" gilt dann

Lo n (UxP") =V(yifj-yifii<ji,j=0,...,n).

Dennist (p,q) = ([u],[v]) in der linken Seite, so bedeutet ¢(p) = g gerade, dass die Vektoren
(fo(u),..., fu(u)) und (vy,...,v,) bis auf Skalierung tibereinstimmen, was genau dann der Fall
ist, wenn sie die angegebenen bihomogenen Gleichungen erfiillen. Also ist T, n (U x IP") abge-
schlossen in U x P". Da X von solchen offenen Mengen U iiberdeckt wird, zeigt dies, dass I,
abgeschlossen ist. (Unter der Projektion auf den ersten Faktor ist I', zu X isomorph).

Nach dem Hauptsatz der Eliminationstheorie wie in Kor. 3.41 ist die Projektion von I, auf
[P abgeschlossen. Das ist gerade ¢(X). n
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Das zeigt einen ganz wesentlichen Unterschied zwischen projektiven und affinen Varietéten.
Affine Varietiten, die zunichst als abgeschlossene Teilmengen von A" definiert sind, konnen
auch zu nicht-abgeschlossenen Untervarietiten von affinen oder projektiven Raumen isomorph
sein (so wie die offenen affinen Untervarietiten D; c [P"). Dagegen kann eine projektive Varietat
immer nur als abgeschlossene Teilmenge eines projektiven Raums auftreten.

Beispiel 4.50. Im Unterschied zu projektiven Varietdten ist das Bild einer quasiprojektiven Va-
rietdt unter einem Morphismus im allgemeinen nicht nur nicht abgeschlossen, sondern noch
nicht einmal wieder eine quasiprojektive Varietit. Betrachte zum Beispiel den Morphismus

@: A* > A% (x1,x5) = (21, x1%,).
Das Bild von ¢ in Koordinaten y;, y, ist die die Menge
W = (A2~ V(3)) U {(0,0)}.
Dies ist keine quasiprojektive Varietit, denn W ist nicht offen in seinem Abschluss A2.

Allzu wild kénnen die Bilder von Morphismen dann allerdings doch nicht werden. Eine Teil-
menge von P heiflt konstruierbar, wenn sie eine endliche Vereinigung von quasiprojektiven
Varietiten ist.? Es gilt dann der folgende allgemeine Satz, der auf Chevalley* zuriickgeht, den wir
allerdings weder beweisen noch verwenden.

Satz 4.51. Das Bild einer konstruierbaren Menge unter einem Morphismus ist konstruierbar.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Harris], Satz 3.16. [

Als Folgerung aus Satz 4.49 bekommen wir auch eine Charakterisierung des Rings O(X) der
reguldren Funktionen auf einer irreduziblen projektiven Varietit.

Korollar 4.52. Es sei X c IP" eine irreduzible projektive k-Varietiit.
(1) Der Ring O(X) ist isomorph zu einer endlichen Korpererweiterung von k.
(2) Falls X n P} # @, so gilt O(X) = k. Insbesondere gilt O(X) = k, falls k algebraisch
abgeschlossen ist.

Beweis. (1) Da X irreduzibel ist, ist X nicht-leer. Es sei p € X ein Punkt. Dann gibt es eine endliche
Korpererweiterung L/k mit p € P} (namlich L = k(ao, ..., a,), p = [ao,...,a,]). Es sei

uprO(X) > L, f = f(p)

der Auswertungshomomorphismus im Punkt p. Jedes f € O(X) ist ein Morphismus X — A!
und durch Komposition mit der Inklusion A; 2 D, c P! kénnen wir f als Morphismus X — P
auffassen. Nach Satz 4.49 ist f(X) abgeschlossen in P!. Wegen f(X) c Dy ¢ P! muss f(X)
endlich sein. Da X irreduzibel ist, ist auflerdem f(X) irreduzibel. Ist also p,(f) = f(p) = 0, so
folgt bereits f(X) = {0}, also f = 0. Dies zeigt, dass u, injektiv ist. Also ist O(X) ein Teilring
der endlichen Korpererweiterung L/k und damit selbst eine endliche Kérpererweiterung, was
(1) beweist. (2) folgt mit dem gleichen Argument, indem wir p € X NP} und L = k wihlen. m

3Aquivalent ist dies die kleinste Menge von Teilmengen von P”, die die projektiven Varietiten enthilt und unter
endlichen booleschen Operationen (also Vereinigung, Durchschnitt und Komplementbildung) abgeschlossen ist.
4CLAUDE CHEVALLEY (1909-1984), franzésisch-amerikanischer Mathematiker
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Bemerkung 4.53. In der komplexen Geometrie gilt die Aussage, dass jede holomorphe Funk-
tion auf einer zusammenhéngenden kompakten komplexen Mannigfaltigkeit konstant ist (eine
Verallgemeinerung des Satzes von Liouville iiber beschrinkte holomorphe Funktionen auf C).
Wir haben gerade bewiesen, dass die entsprechende Aussage fiir reguldre Funktionen auf einer
komplexen projektiven Varietit gilt. Diese Tatsache ist einer der Ausgangspunkte fiir eine du-
erst weitgehende Analogie zwischen (glatten) projektiven Varietiten tiber C und kompakten
komplexen Mannigfaltigkeiten, die historisch weit zuriickreicht und in ihrer modernen Form
hiufig unter dem Stichwort 'GAGA’ lauft (nach einer einflussreichen Arbeit von J.P. Serre mit
dem Titel '‘Géométrie Algébrique et Géométrie Analytique’).

Korollar 4.54. Eine k-Varietdt ist genau dann gleichzeitig affin und projektiv, wenn sie endlich ist.

Beweis. Ist X eine projektive Varietit, so ist O(X) eine endliche Korpererweiterung von k. Ist
X auch affin, so gilt dasselbe fiir den Koordinatenring k[ X]. Dann muss X endlich sein (siehe
Ubung 4.20 oder Kor. 4.80). Umgekehrt ist jede endliche projektive Variett bis auf Koordinaten-
wechsel in einer der affinen offenen Untervariedten D; enthalten und damit affin. Jede endliche

affine Varietit ist isomorph zu ihrem projektiven Abschluss. |

Als Anwendung der vorangehenden Resultate bekommen wir eine Verallgemeinerung von
Kor. 3.27, mit einem tiberraschend einfachen Beweis.

Korollar 4.55. Es sei X c P" eine unendliche projektive k-Varietit und Y c IP" eine Hyperfliche.
Danngilt XnY # @.

Beweis. Wenn Y eine Hyperfliche ist, dann ist das Komplement U = P” \ Y affin nach Kor. 4.47.
Falls XnY = @, dann ist die projektive Varietit X also in U enthalten und damit auch affin. Nach
dem vorangehenden Korollar ist das nur méglich, wenn X endlich ist. |

UBUNGEN

Ubung 4.15. Betrachte den Morphismus ¢: A! — A2, ¢(t) = (£2,£*). Das Bild von ¢ ist die Neilsche
Parabel C = V(y* — x7). Zeigen Sie, dass ¢ ein Homéomorphismus von A! auf C ist. (Andererseits wissen
wir nach Beispiel 1.53, dass ¢ kein Isomorphismus ist, weil k[ C] 2 k[¢] gilt.)

Ubung 4.16. Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung von Prop. 1.51 und Prop. 4.39. Es sei X eine
k-Varietdt, Y eine affine k-Varietit. Dann gibt es eine natiirliche (funktorielle) Bijektion zwischen den
Morphismen X — Y und den Homomorphismen k[ Y] - O(X) von k-Algebren.

I"Jbung 4.17. Beweisen Sie Lemma 4.34

Ubung 4.18*. Essei W = A%\ {(0,0)} die affine Ebene ohne den Ursprung. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung k[x, y] = O(A?) - O(W), f = f|w ist ein [somorphismus.
(Hinweise: Sei f € O(W) und U eine offene Teilmenge von W mit f|y = g/h, g, h € k[x, y], mit
ggT(g,h) = 1und deg(h) > 0. Zeigen Sie, dass U echt in W enthalten sein muss. Uberlegen Sie, was
gelten muss, wenn f auf zwei verschiedenen offenen Mengen durch solche Darstellungen gegeben ist.)

(b) Folgern Sie, dass W keine affine Varietit sein kann.
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Ubung 4.19. Es sei C c P die verdrehte Kubik. Unter der Veronese-Abbildung ist C isomorph zu P!,
Zeigen Sie, dass k,[C] und k. [P'] jedoch nicht-isomorphe k-Algebren sind. Dies zeigt, dass Kor. 1.52
sich nicht auf affine Varietiten iibertrigt. (Vorschlag: Sei C ¢ A* der affine Kegel iiber C, p = (0,0,0,0)
und m = Z(p) c k[C]. Bestimmen Sie die Dimension des k-Vektorraums /m?>.)

Ubung 4.20. Essei V eine affine k-Varietit. Zeigen Sie: Falls dimy (k[ V]) < oo, so ist V endlich. (Siehe
Ubung 1.35 fiir die Umkehrung.) (Vorschlag: Nehmen Sie k = K an und zeigen Sie, dass V nicht mehr als
dim(k[V]) Punkte enthalten kann. Fiir den allgemeinen Fall muss man etwas Korpertheorie benutzen.)

I"Jbung 4.21. Esseien X, Y c A" affine k-Varietiten und sei
A={(p,p) cA" x A" = A pec A"}
die Diagonale in A" x A". Zeigen Sie, dass die Abbildung

{ XnY - (XxY)nA
1 = ()

ein Isomorphismus von k-Varietdten ist.

Ubung 4.22. Es sei X eine quasiprojektive k-Varietit und seien U, V c X offene affine Untervarietiten.
Zeigen Sie, dass U n V wieder affin ist. (Hinweis: Verwenden Sie Ubung 4.21).

Ubung 4.23. Es sei k ein Korper, der nicht algebraisch abgeschlossen ist. Zeigen Sie:

(a) Fir jedes n > 2 gibt es ein homogenes Polynom f € k[xo,...,x,], f ¢ k, mit V. (f) n P} = @.
(Vorschlag: Induktion nach n.)

(b) Zu jeder projektiven k-Varietdt X existiert eine offene affine Untervarietit V. c X mit X n P} c V.

4.5. RATIONALE ABBILDUNGEN UND VARIETATEN

In der projektiven Geometrie haben wir schon die Bedeutung von Abbildungen gesehen, die
nicht tiberall definiert sind, wie zum Beispiel Projektionen. Solche Abbildungen untersuchen wir
jetzt allgemein und stellen die Beziehung zum Funktionenkdorper her.

Definition 4.56. Seien X und Y zwei irreduzible k-Varietdten. Eine rationale Abbildung von X
nach Y ist eine Aquivalenzklasse [ @] von Paaren (¢, U) bestehend aus einer nicht-leeren offenen
Teilmenge U von X und einem Morphismus ¢: U — Y. Dabei ist die Aquivalenz wieder definiert
durch (¢, Uy) ~ (92, U), falls
Plvinv, = 2luinu;
gilt. Wir schreiben kurz
p:X-->Y.

Beispiele 4.57. Sei X c P eine irreduzible quasiprojektive k-Varietit.

(1) Jede rationale Funktion f € k(X) definiert eine rationale Abbildung X - -> Al. Denn per
Definition ist f reguldr auf einer nicht-leeren offenen Teilmenge U von X und f: U — Alist ein
Morphismus.

(2) Ist p € X ein Punkt, so ist durch die Projektion 7,: X \ {p} — P! mit Zentrum p eine
rationale Abbildung X - - > P! gegeben.
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(3) Allgemeiner definiert jede lokale Polynomabbildung von X nach P?, gegeben durch ho-
mogene Polynome fq, ..., f, € k[xo, ..., X,] gleichen Grades mit X ¢ V(fy,..., f,), eine ratio-
nale Abbildung X - - > IP", reprdsentiert durch den Morphismus

XNV(forow s fu) = P p e [fo(p)s- -5 fu(P)]-

Tatsachlich hat jede rationale Abbildung ¢: X --> P" einen Reprisentanten von dieser Form.
Denn ist y: U — P" ein Morphismus auf einer nichtleeren offenen Teilmenge U c X, der ¢
représentiert, so gibt es nach Prop. 4.43 eine nichtleere offene Teilmenge V c U, so dass y|y wie
oben durch homogene Polynome vom selben Grad gegeben ist. Per Definition reprisentiert vy
dieselbe rationale Abbildung wie y.

Ist ¢: X --> Y eine rationale Abbildung zwischen irreduziblen k-Varietiten, dann gibt es eine
maximale offene Teilmenge U von X derart, dass ¢ durch einen Morphismus U — Y reprdsen-
tiert wird, namlich die Vereinigung

dom(p)= J U
(v U)elo]
aller Definitionsbereiche von Reprinsentaten von ¢. Die offene Teilmenge dom(¢) heif3t der
Definitionsbereich von ¢. Das Bild im(¢) von ¢ ist definiert als ¢(dom(¢)).

Beispiel 4.58. Sei 71,: X — P"~! die Projektion von einem Punkt wie oben. Dann gilt X \ {p} c
dom(7,) per Definition. Das Zentrum der Projektion p kann ebenfalls in dom(,) liegen, womit
7, dann ein Morphismus ist wie die stereographische Projektion in Beispiel 4.44, oder auch nicht,
wie zum Beispiel im Fall X = P".

Eine rationale Abbildung ¢: X —-» Y zwischen irreduziblen Varietiten heifit dominant,
wenn im(¢) dicht in Y ist (dquivalent: wenn im(¢) eine offene Teilmenge enthilt). Ist ¢ do-
minant und y: Y — Z eine weitere rationale Abbildung, so ist die Komposition

yop:X-->2

wohldefiniert, namlich durch die Einschrinkung von y o ¢ auf dom(¢) n ¢~!(dom(y)).
Nicht-dominante rationale Abbildungen lassen sich dagegen im allgemeinen nicht kompo-

nieren. Ist zum Beispiel ¢: X --> P" die konstante Abbildung, die X auf einen Punkt p € P

abbildet und ist y: P - - > P"~! die Projektion mit Zentrum p, so ist ¥ o ¢ nicht definiert.

Definition 4.59. Eine rationale Abbildung ¢: X --> Y heif3t birational, wenn es eine rationale
Abbildung y: Y --> X mit yo ¢ = idx und ¢ o y = idy gibt. Die irreduziblen k-Varietiten X und
Y heiflen birational dquivalent, wenn es eine birationale Abbildung zwischen ihnen gibt.

Per Definition sind X und Y birational dquivalent, wenn es offene Untervarietiten U c X
und W c Y gibt mit U @ W. Insbesondere ist eine irreduzible Varietdt birational dquivalent zu
jeder nicht-leeren offenen Untervarietit. Damit sind zum Beispiel der projektive und der affine
Raum derselben Dimension birational dquivalent.

Beispiel 4.60. Die Parabel C = V(y — x?) und die Hyperbel C' = V(1 - xy) in der affinen Ebene
sind nicht isomorph (siche Ubung 1.38), denn es gilt C = A! aber C" = A' \ {0} (Beispiel 4.41).
Parabel und Hyperbel sind also nicht isomorph, aber birational d4quivalent.
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Proposition 4.61. Jede dominante rationale Abbildung ¢:X --> Y zwischen zwei irreduziblen
k-Varietiten induziert eine Inklusion

9" k(Y) > k(X), frofoop

der Funktionenkorper. Umgekehrt kommt jede auf k konstante Inklusion k(Y) < k(X) in dieser
Weise von einer dominanten rationalen Abbildung X --> Y.

Beweis. Weil ¢ dominant ist, ist ¢*(f) = f o ¢ fiir jedes f € k(Y) eine rationale Abbildung
X —-» Al und damit ein Element von k(X). Es ist klar, dass ¢* ein Ringhomomorphismus
ist und 1 auf 1 abbildet. Also ist ¢* Homomorphismus von Korpern und damit injektiv. Sei
umgekehrt a:k(Y) < k(X) irgendein solcher Homomorphismus. Sei V' c Y eine nichtlee-
re offene affine Untervarietit von Y. Dann gibt eine abgeschlossene Teilmenge W c A" mit
V= Wundesgilt O(V) 2 k[W] = k[x1,...,x,]/Z(W) und damit k(Y) = k(V) =z k(W) =
Quot(k[xy,...,x,]/Z(W)). Setze f; = a(x;) € k(X). Dannist ¢ = (fy,..., f»): X --> A" die
gesuchte rationale Abbildung mit ¢* = « (vgl. Beweis von Prop. 1.51(3)). |

Korollar 4.62. Genau dann sind zwei Varietiten X und Y birational, wenn ihre Funktionen-
korper isomorph sind. ]

Definition 4.63. Eine Varietit heifdt rational, wenn sie birational zu einem projektiven (oder
affinen) Raum ist. Der Funktionenkoérper

k(P") = k(A") = k(x1,..., %)
heif3t der rationale Funktionenkorper in #n Variablen tiber k.

Nach Prop. 4.61 ist eine Varietit also genau dann k-rational, wenn ihr Funktionenkoérper zu

einem rationalen Funktionenkérper isomorph ist.

Proposition 4.64. Ist k ein unendlicher Korper und X c IP" eine rationale irreduzible k-Varietit,
dann ist die Menge der k-rationalen Punkte X NP} Zariski-dicht in X.

Beweis. Da X rational ist, gibt es nicht-leere offene Teilmengen U c A™ fiir ein m > 0 und
W c X und einen Isomorphismus ¢: U — W. Da ¢ ein Isomorphismus von k-Varietiten ist, gilt
(U nk") c P{. Da k™ Zariski-dicht in A™ ist (weil k unendlich ist), ist U n k™ Zariski-dicht in
U. Deshalb ist o(U n k™) Zariski-dicht in W und damit in X. |

Die Bezeichnung rationale Punkte kommt dabei vom Fall k = Q, der fir die Zahlentheorie
besonders relevant ist. Zum Beispiel benutzt man eine rationale Parametrisierung des Einheits-
kreises V(x2 + y? —1) (siehe Ubung 4.25), um alle pythagoriischen Zahlentripel aufzulisten (also
alle Tripel a, b, c € Z mit a® + b> = ¢?; teilen durch ¢? in einer solchen Gleichung gibt einen
rationalen Punkt auf der Einheitskreislinie). Die berithmte Fermatsche Vermutung®, bewiesen
im Jahr 1995 von A. Wiles und R. Taylor, besagt, dass die Kurve V(x" + y" — 1) fiir n > 3 keine
rationalen Punkte mit x, y # 0 besitzt. Diese Kurve kann also insbesondere nicht rational sein
(was im Unterschied zur Fermatschen Vermutung lange bekannt und nicht besonders schwer

>aufgestellt von PIERRE DE FERMAT (1607-1665)
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zu beweisen ist; den Fall n = 3 diskutieren wir gleich). Der Teil der Zahlentheorie, der sich mit
rationalen Punkten auf algebraischen Varietiten beschaftigt, ist die arithmetische Geometrie.

Beispiel 4.65. Im Fall von Quadriken hat Prop. 4.64 auch eine einfache Umkehrung: Es sei
char(k) # 2 und f € k[x,...,x,] eine nicht-ausgeartete quadratische Form. Genau dann ist
die Quadrik X = V.(f) c P~ rational, wenn V(f) n P} # & gilt. Die eine Richtung ist klar
aus Prop. 4.64. Umgekehrt sei p € X n [P} ein k-rationaler Punkt. Wir konnen durch Koordi-
natenwechsel p = [1,0,...,0] annehmen. Betrachte die Projektion 7, mit Zentrum p auf die
Hyperebene H =V, (x,) = P71, gegeben durch g — pq n H. Diese Projektion ist birational. Der
anschauliche Grund ist folgender: Fiir jedes r € H ist die Gerade pr entweder in X enthalten oder
hat zwei Schnittpunkte mit X. Einer davon ist p, der andere das eindeutige Urbild von r unter
7,; die genaue Umsetzung dieser Beweisidee ist Ubung 4.28.

Zum Abschluss diskutieren wir noch den Fall kubischer Kurven in der Ebene. Diese sind im
allgemeinen nicht rational. Deshalb kann man ihre rationalen Punkte nicht durch Parametrisie-
rung finden, was in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielt (Stichwort: Elliptische Kurven).

Satz 4.66. Es gelte char(k) # 2,3 und sei f € k[x] mit deg(f) = 3. Genau dann ist die ebene
kubische Kurve V(y? — f) c A? rational, wenn f eine doppelte Nullstelle hat.

Diese Aussage wird meistens mit etwas mehr Theorie bewiesen. Den folgenden direkten Be-
weis habe ich von [Reid] kopiert. Zur Vorbereitung ein Lemma, das auf Fermat zuriickgeht.

Lemma 4.67 (Fermats unendlicher Abstieg). Es gelte char(k) # 2 und seien f,g € k[t] zwei
teilerfremde Polynome. Angenommen es gibt vier verschiedene Punkte [A, u] € P, derart, dass

Af+ug
bis auf Skalierung ein Quadrat in k[ t] ist. Dann folgt f, g € k.
Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir Polynome f, g vom Grad hochstens d durch Indukti-
on nach d. Fiir d = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also d > 1. Wir konnen den Kérper k durch seinen

algebraischen Abschluss ersetzten, ohne dass das an Voraussetzung oder Behauptung etwas dn-
dert. Es gelte also k = k. Ist T € GL,(k), so gilt

0 wf)-a wrerlf).

g

und offenbar gilt (f, g)! € k? genau dann, wenn T(f, g)* € k2. Wir konnen deshalb auf die vier
Punkte in P! aus der Voraussetzung eine Projektivitit anwenden und (nach Kor. 3.3) annehmen,
dass diese gerade [0,1],[1,0], [1,-1],[1,-A] € P} sind, mit A € k \ {0,1}. Also sind

[&f-&f-Ag
Quadrate. Es gibt also zwei teilerfremde Polynome u, v € k[¢] mit f = u? und g = v2. Da

f-g=u—v'=(u+v)(u-v)
f-Ag=u?-MW = (u+ V) (u-Vv).



128 4. LOKALE GEOMETRIE

ebenfalls Quadrate sind und u und v teilerfremd sind, sind die u + v,u — v, u + Vv, u — v
ebenfalls Quadrate. Nach Induktionsvoraussetzung folgt u, v € k und damitauch f,ge k. m

Beweis von Thm. 4.66. Es sei C = V(f). Falls f eine doppelte Nullstelle hat, dann muss diese
in k liegen. Durch Koordinatenwechsel konnen wir dann annehmen, dass f = x2(c¢ — x) fir
¢ € k gilt. Eine Parametrisierung dieser Kubik haben wir schon ziemlich zu Anfang in Ubung
1.17 konstruiert: Sie ist das Bild des Morphismus ¢:t — (¢ — 2, t(c — t?)). Die Umkehrung ist
die Abbildung y: (x, y) — y/x; denn es gilt y(¢(t)) = t fir £ # ¢ und aus y? = x%(c — x) folgt
(3/x)* = ¢ —x und deshalb g(y(x, ¥)) = (c = (y/x) yfx(c - (y/x)?)) = (x. ) fiir x # 0.
Angenommen f hat keine doppelte Nullstelle. Wir kénnen k = k annehmen, denn wenn
C iiber k schon keine rationale Parametrisierung hat, dann erst recht nicht iiber k. Durch Ko-
ordinatenwechsel konnen wir dann erreichen, dass f = x(x — 1)(x — ¢) fir ¢ € k \ {0,1} gilt.
Es sei ¢: A! --> C eine rationale Abbildung, gegeben durch ein Paar (p/q,r/s) von rationalen
Funktionen. Das heifit also p, g, ,s € k[t] sind Polynome mit ggT(p, q) =1, ggT(r,s) =1und

(-GG -)

r’q’ =s"p(p-q)(p-cq).

WEeil p, g sowie r, s teilerfremd sind, folgt s?|q* und ¢3|s?, also s? = ag? fiir a € k*. Dann ist

«()

ein Quadrat in k[t]. Auflerdem folgt durch Einsetzen von s? = ag® in die obige Gleichung

Bereinigen der Nenner gibt

r*~ p(p-q)(p-cq).

Es folgt, dass p, g, p — g, p — cq bis auf Skalierung Quadrate in k[¢] sind. Nach dem Lemma von
Fermat folgt daraus p,q € k und aus den obigen Gleichungen dann auch r,s € k. Also ist die
rationale Abbildung ¢ konstant und damit nicht birational. |

Bemerkung 4.68. Eine irreduzible k-Varietit X heiflt unirational, wenn es eine dominante ra-

tionale Abbildung P" - - > X (iiber k) fiir ein 1 € Z, gibt. Aquivalent ist nach Prop. 4.61, dass der

Funktionenkorper k(X) in einem rationalen Funktionenkorper k(x;, . . ., x,,) enthalten ist.
Nach einem klassischen Satz von Liiroth® ist jede unirationale Kurve rational. Entsprechen-

des gilt nach einem Satz von Castelnuovo’ fiir Flichen, falls char(k) = 0. In Primzahlcharakte-

ristik ist dies dagegen falsch, Gegenbeispiele sind die sogenannten Zariski-Fldchen. Schlief3lich

zeigten Clemens und Griffiths® sowie (unabhingig) Iskowskich und Manin® in den Jahren 1971-

72 die Existenz von unirationalen komplexen Varietiten der Dimension 3, die nicht rational sind.

Diese Sitze sind ziemlich kompliziert.

WH (1844-1910)

7Guipo CASTELNUOVO (1865-1952)

8C. H. Clemens und P. A. Griffiths, ,,The Intermediate Jacobian of the cubic threefold“, Annals of Mathematics,

Vol. 95, No. 2 (1972)

9V. A. Iskowskich und Ju. I. Manin, , Three-dimensional quartics and counterexamples to the Liiroth problem*,
Matematicheskii Sbornik Novaya Seriya 86 (1971)
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Elementar betrachtet sind die unirationalen Varietdten per Definition genau die ,,parametri-
sierbaren® Varietdten. Unirationalitit ist etwas besser fassbar als Rationalitit. Zum Beispiel kann
man verhidltnismaf3ig leicht beweisen, dass jede kubische Hyperflache in P” fiir #n > 3 unirational
ist. Welche kubischen Hyperflachen rational sind, ist dagegen im allgemeinen unbekannt.

UBUNGEN

Ubung 4.24. Betrachten Sie die quadratische Cremona-Transformation

PZ N ]I_DZ
' [x0>x1)x2] g [Xlxz,xoxzjxoxl]

Zeigen Sie, dass ¢ birational ist mit ¢~ = ¢. Bestimmen Sie Definitionsbereich und Bild. Beschreiben Sie
die Einschriankung von ¢ auf die drei Geraden V, (xox1x2).

Ubung 4.25. Es gelte char(k) # 2 und sei C = V(x? + y* — 1) c A2, Zeigen Sie, dass durch

{ Al - C
9 2 -1
to~ (F )
eine birationale Abbildung gegeben ist. Bestimmen Sie Umkehrabbildung, Definitionsbereich und Bild.

Ubung 4.26. Es seien V und W zwei irreduzible k-Varietiten und ¢: V — W eine rationale Abbildung.
Zeigen Sie, dass ¢( V') irreduzibel ist.

Ubung 4.27. Essei ¢: P! - - > P" eine rationale Abbildung. Zeigen Sie, dass dom(¢) = P! gilt, mit anderen
Worten, dass ¢ ein Morphismus ist. (Das erklirt die Beobachtung in Ubung 3.36.)

Ubung 4.28. Es gelte char(k) # 2 und es sei f € k[xo, ..., x,] eine nicht-ausgeartete quadratische Form.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Gibtesa € k"' \ {0} mit f(a) =0, so lasst sich f durch linearen Koordinatenwechsel in die Form

x0x1+]7(x2,...,xn)

bringen, wobei f € k[x, . .., x,] eine nicht-ausgeartete quadratische Form ist.
(b) Ist p € V. (f) c P}, so ist die Projektion 7p: V, (f) - - > P"~! mit Zentrum p birational.
(c) Die Quadrik V, (f) ist genau dann rational, wenn sie einen k-rationalen Punkt besitzt.
(d)* Zeigen Sie, dass (a)-(c) nicht notwendig richtig sind, wenn f ausgeartet ist.

Ubung 4.29. (Cayley-Transformation) Es sei char(k) # 2 und sei M = Mat,x,(K) der affine Raum der
n x n-Matrizen. Betrachte die Abbildung
{ M --» M
q): I_A >
A = T+ A
wobei I die Einheitsmatrix ist. (Die Notation als Bruch ist gerechtfertigt, denn ist I + A invertiebar, so gilt
(I+A)(I-A)=(I-A)(I+A)™L) Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung ¢ ist eine rationale Abbildung mit ¢? = id.
(b) Die Einschriankung von ¢ auf den Raum S ¢ M der schiefsymmetrischen Matrizen in M induziert
eine birationale Abbildung S - - » SO, (K). (Hinweis: Aus A = —AT folgt det(I + A) = det(I — A).)



130 4. LOKALE GEOMETRIE
4.6. DIMENSION

Wir haben die Diskussion des Dimensionsbegriffs lange aufgeschoben. In Kapitel 3 wurde die
Dimension einer projektiven Varietit mit Hilfe des Hilbert-Polynoms definiert. Jetzt diskutieren
wir den allgemeinen Fall, wobei allerdings einiges unbewiesen bleiben wird. Tatsdchlich gibt es
mehrere dquivalente Moglichkeiten die Dimension zu definieren. Die erste ist rein topologisch:

Definition 4.69. Es sei X ein topologischer Raum. Die (kombinatorische) Dimension von X
ist definiert als das Supremum aller n € Z, derart, dass eine Kette

VAR AR

von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X existiert. Sie wird mit dim(X) bezeichnet.
Die Dimension der leeren Menge ist als —oo definiert. Die Dimension einer Teilmenge von A"
oder P definieren wir als ihre Dimension als topologischer Raum, mit der durch die k-Zariski-
Topologie gegebenen Teilraumtopologie. Insbesondere ist die Dimension einer quasiprojektiven
Varietdt in dieser Weise definiert.

Diese Definition der Dimension passt intuitiv zur Dimension in der linearen Algebra: Die
Dimension eines Vektorraums ist die maximale Linge einer strikt aufsteigenden Kette von li-
nearen Unterrdumen (also einer sogenannten Fahne).

Der kombinatorische Dimensionsbegriff ist intuitiv, aber seine formale Behandlung ist nicht
ganz einfach. Um die grundlegenden Aussagen der Dimensionstheorie zu beweisen, braucht man
eine ganze Menge kommutative Algebra. Die Dimension hat die folgenden Eigenschaften:

(D1) Der affine Raum A" und der projektive Raum P haben die Dimension #.
(D2) Sind X und Y Varietiten, so gilt dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y).
(D3) Ist X eine Varietit mit irreduziblen Komponenten Xj, ..., X,, so gilt

dim(X) = max{dim(X;):i =1,...,r}.
(D4) Fiir jede quasiprojektive (bzw. quasiaffine) Varietit U in P" (bzw. A") gilt
dim(U) = dim(U).

(Ds) Sind X und Y Varietiten mit Y c X, so gilt dim(Y) < dim(X). Ist zusdtzlich X
irreduzibel und Y # X abgeschlossen in X, so folgt dim(Y) < dim(X).
(D6a) Ist V c A" eineirreduzible affine Varietitund f € k[x;, . .., x,, ] ein nicht-konstantes
Polynom mit V ¢ V(f), dann gilt

dim(V nV(f)) = dim(V) - 1.

(D6p) Ist X c P eine irreduzible projektive Varietit und f € k[xo,...,x,] ein nicht-
konstantes homogenes Polynom mit X ¢ V., (f), dann gilt

dim(X "V, (f)) = dim(X) - 1.

(D7) Eine Varietit ist genau dann nulldimensional, wenn sie endlich ist.
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Hinter einigen dieser Aussagen verbergen sich dicke Sitze der kommutativen Algebra. Sie wer-
den deshalb in dieser Vorlesung nicht bewiesen. Wir werden aber die Eigenschaften (D1)-(Dy),
ihre Folgerungen und ihre algebraischen Grundlagen diskutieren.

(D1) Die Fahne

{0} = V(.xl,. . .,xn) E V(xz,- . "xn) g g V(x”) g An'

zeigt sofort, dass die Dimension von A" mindestens 7 ist. Sie iibersetzt sich in eine gleichlange
Kette von Primidealen

<O>$(xn>g<xn>xn—1>g"'%(-xl:---)xn) (*)

in k[xj, ..., x,], die Verschwindungsideale der betreffenden irreduziblen Mengen.

Frage 4.70. Wie sieht eine entsprechende Kette von Untervarietiten und homogenen Idealen aus, die
dim(P") > n zeigt?

Definition 4.71. Es sei R ein Ring. Die Krull'°>~-Dimension von R ist die grofite Zahl n derart,
dass eine Kette
PoePEP, g &P, ER

von Primidealen in R existiert.

Proposition 4.72. Die Dimension einer affinen k-Varietdit stimmt mit der Krull-Dimension ihres
Koordinatenrings iiberein.

Beweis. Eine Inklusion Z; ¢ Z, von irreduziblen abgeschlossenen Untervarietdten einer affinen
Varietit V entspricht der Inklusion von Primidealen Z(Z,) ¢ Z(Z;) in k[ V], und umgekehrt.
Auflerdem gilt P = Z(V(P)) fiir jedes Primideal P c k[ V']. Daraus folgt die Behauptung. n

Eigenschaft (D1) sagt also fiir den affinen Raum gerade, dass sich die Kette () von Primidea-
len im Polynomring nicht weiter verfeinern ldsst und es auch sonst keine lingere Kette gibt".

(D2) Die Dimensionsformel fiir das Produkt dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y) ist klar aus
(D1) fiir affine Rdume X = A™, Y = A", Mit (D3) folgt sie auch leicht fiir X = P und Y = P,
indem man bemerkt, dass A™ x A" = D, (x,) x D, () eine dichte Teilmenge von P x P ist.

Fiir den allgemeinen Fall kann man genauso darauf reduzieren, dass X und Y affin sind. Dann
verwendet man, dass der Koordatenring k[ X x Y | isomorph ist zum Tensorprodukt k[ X |® k[ Y],
was wir nicht diskutiert haben. Dann beweist man die Dimensionsaussage fiir das Tensorprodukt
(zum Beispiel mit Hilfe der Noether-Normalisierung).

(D3) Das ist nun zur Abwechslung eine leichte Folgerung der Definition. Denn jede Kette
von irreduziblen Teilmengen von X muss in einer der irreduziblen Komponenten enthalten sein,

woraus die Behauptung sofort folgt.

OWoLFGANG KRULL (1899-1971)

"Die Frage, ob sich jede Kette von Primidealen zu einer Kette maximaler Lange verfeinern lisst, ist eine weitere
ringtheoretische Frage, die wir nicht vertiefen wollen. Tatsachlich gibt es noethersche Ringe, in denen das nicht der
Fall ist. Allerdings sind solche Ringe ziemlich exotisch und tauchen kaum in der algebraischen Geometrie auf.
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(D4) Diese Aussage ist dagegen nicht rein topologisch. (Man kann exotische Beispiele von
topologischen Raumen konstruieren, in denen (D4) fiir die kombinatorische Dimension nicht
gilt.) Der Beweis benutzt die algebraische Charakterisierung iiber Primidealketten.

(Ds) Das folgt wieder leicht aus der Definition. Denn in einer Kette Zy ¢ Z, ¢ - ¢ Z,
von irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von Y hat jedes Z; die Form Z; = Z; n Y mit Z;
abgeschlossen und irreduzibel in X. Daraus folgt sofort dim(Y) < dim(X). Ist Y abgeschlossen
mit Y ¢ X und ist X irreduzibel, dann kann man Z = Z; setzen und auflerdem die Kette in X

mit Z,,; = X verlangern, so dass dim(Y') < dim(X) gelten muss.

(D6) Aus (Ds) folgt sofort dim(V nV(f)) < dim(V), aber es nicht klar, dass die Dimension
nicht um mehr als 1 sinken kann. Von Anfang an haben wir Hyperflichen definiert als Varietiten,
die durch eine einzige Gleichung gegeben sind. Eigenschaft (D6) sagt fiir V = A" oder X = P
gerade, dass jede Hyperfliche die Dimension n — 1 hat. Tatsdchlich gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.73. Eine irreduzible affine Varietdt V c A" hat genau dann die Dimension n — 1, wenn es
ein irreduzibles Polynom f € k[xy, ..., x,] mit V = V(f) gibt. u

Das projektive Analogon gilt ebenfalls und folgt relativ leicht aus der affinen Version durch
Ubergang zum projektiven Abschluss. Der algebraische Hintergrund ist der Krullsche Haupt-
idealsatz, ein weiteres Ergebnis der kommutativen Algebra, das wir nicht beweisen; siehe dazu
[Eisenbud], Kapitel 10.

Aus (D6) folgt durch Induktion:

Proposition 4.74. Fiir jedes r > 0 und Polynome f,,. .., f, € k[xi,. .., x,] bzw. homogene Polyno-
me fi,..., fr € k[xo,...,x,] gilt

dim(V(fi,....f,))2n-r  bzw. dimOV,(fi,... fi))2n—r u

Im Unterschied zum Fall r = 1 ist es aber weit schwieriger, die Gleichheit in dieser Aussage
zu charakterisieren. In der linearen Algebra kann man die Dimension des Losungsraums eines
linearen Gleichungssystems leicht bestimmen, indem man den Rang der Koeffizientenmatrix
ausrechnet, also die Abhingigkeiten zwischen den Gleichungen bestimmt. Insbesondere ldsst
sich jeder lineare Unterraum der Dimension n—r in A" durch genau r Gleichungen beschreiben.

Fiir nicht-lineare Gleichungssysteme ist das nicht wahr, sobald mehr als eine Gleichung im
Spiel ist. Wir betrachten die Situation im projektiven Raum. Eine projektive Varietdt X c P” der
Dimension #n — r heifit ein mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt, wenn es homogene
Polynome f;,..., f, € k[xo, ..., x,] gibt derart, dass

X=V.(firo.r f)

gilt. Mit anderen Worten, X ist der Durchschnitt von r Hyperflichen. Die Varietdt X heifdt ein
vollstindiger Durchschnitt, wenn es fi, .. ., f, mit der stiarkeren Eigenschaft

Z.(X) = (fo-- s o)

gibt. Meistens ist man eher an dieser starkeren Eigenschaft interessiert als an der mengentheo-

retischen. Aus Satz 4.73 folgt, dass jede Hyperflache in P ein vollstindiger Durchschnitt ist.
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Beispiel 4.75. Das einfachste Beispiel fiir eine Varietit, die kein vollstindiger Durchschnitt ist,
ist die verdrehte Kubik in IP3:

f 0 = XoX2 — x12 >
C=V.(fo, fi> f2)» mit fi = xox3 — x1%2,

fr = x1%3 — x3.
Per Definition liegen die drei quadratischen Formen fy, f;, f, im homogenen Verschwindungs-
ideal Z, (C), und sie sind linear unabhingig. Da C nicht in einer Ebene liegt, enthalt Z,(C)
keine Linearformen. Deshalb muss jedes homogene Erzeugendensystem von Z, (C) die Poly-
nome fo, fi, f, enthalten. Andererseits ist C ein mengentheoretisch vollstaindiger Durchschnitt.
Man kann zwar keine der drei Gleichungen weglassen (wenn man das tut, erhdlt man immer die
Kurve C und zusitzlich noch eine Gerade). Es gilt aber

C = V. (x0x2 — xt, %2 (31263 — x3) — x3(x0%3 — X1%2) ).

Das alles haben wir in Ubung 3.24 gezeigt. Es ist ein ungeldstes Problem, ob jede Kurve in P> der
Durschnitt von zwei Flachen, also ein mengentheoretisch vollstaindiger Durchschnitt ist.

Im affinen Raum oder in lokalen Ringen wird die Sache etwas einfacher. (Zum Beispiel ist die
verdrehte Kubik in A* ein vollstdndiger Durchschnitt.) Auch hier kann es allerdings Probleme
geben, wenn Singularititen ins Spiel kommen (siehe Ubung 4.32).

(D7) Dasistleicht zu sehen, wenn k = K gilt. Denn in diesem Fall ist eine endliche Teilmen-
ge einer Varietdt genau dann irreduzibel, wenn sie aus einem einzigen Punkt besteht. Deshalb ist
jede endliche Varietit nach (D3) nulldimensional. Ist umgekehrt V' eine nulldimensionale Va-
rietdt, dann kann V keine irreduzible Komponente mit mehr als einem Punkt haben (denn die
hitte Dimension > 1). Da eine Varietit nur endlich viele irreduzible Komponenten hat, muss V
dann endlich sein. Im Fall k ¢ K braucht man etwas mehr Korpertheorie, um (D7) zu beweisen.
Siehe dazu Ubung 1.35, Ubung 4.20 und Kor. 4.80.

Damit ist unsere Diskussion der Eigenschaften (D1)-(D7) abgeschlossen.

Der Befehl dim berechnet in Macaulay2 die Dimension eines Rings oder einer affinen Varietit. Fiir
ein Ideal I in einem Ring R ist dim(I) dabei die kombinatorische Dimension des Restklassenrings
R/I, im Fall des Polynomrings also die Dimension der zugehorigen affinen Varietit.

il : R=QQ[x,y,z];

i2 : I=ideal(1-x"3-y"3-z"3);

i3 : dim(I) o3 = 2

i4 : V=Spec(R/I)
04 =V
04 : AffineVariety

i5 : dim(V)

o5 2
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Die Dimension einer projektiven Varietit, definiert durch ein homogenes Ideal, ist dagegen bekannt-
lich um eins kleiner als die Dimension des affinen Kegels. Man kann Macaulay2 explizit mitteilen,
dass man eine projektive Varietit betrachten mochte, mit dem Befehl Proj.

i6 : S=QQ[x0,x1,x2,x3];

i7 : I=ideal(x073-x1"3-x2"3-x373);

i8 : dim(I)

08 =3

i9 : X=Proj(S/I)
09 =X
09 : ProjectiveVariety

i10 : dim(X)
0l0 = 2

\ J

Es gibt noch eine andere algebraische Charakterisierung der Dimension, namlich tiber den

Transzendenzgrad des Funktionenkdrpers. Dazu etwas Terminologie aus der Algebra.

Definition 4.76. Es sei K/k eine Korpererweiterung. Eine Familie (a;: i € I) von Elementen aus
K heifit algebraisch unabhingig tiber k, wenn der k-Algebren-Homomorphismus

k[tiiiEI] —>K,t,‘ = a;

injektiv ist, andernfalls algebraisch abhingig. Jede maximale algebraisch unabhéngige Familie
heif3t eine Transzendenzbasis von K iiber k. Der Transzendenzgrad von K tiber k ist die Méch-
tigkeit einer Transzendenzbasis, geschrieben trdeg, (K).

Eine Familie von Elementen aus K ist also genau dann algebraisch unabhéngig, wenn es zwi-
schen ihren Elementen keine nicht-triviale polynomiale Identititit mit Koefhizienten in k gibt.
Natiirlich muss man die Existenz von maximalen algebraisch unabhingigen Familien und die
Wohldefiniertheit des Transzendenzgrads beweisen. Im wesentlichen zeigt man dazu, dass sich
algebraische Unabhdngigkeit formal genauso verhilt, wie lineare Unabhéngigkeit. Der entschei-
dende Schritt ist dabei, wie in der linearen Algebra, der Austauschsatz:

Lemma 4.77. Es seien B und B’ zwei endliche Transzendenzbasen von K[k und sei b € B. Dann
gibt es b’ € B', so dass auch (B~ {b}) u {b'} eine Transzendenzbasis ist.

Fiir den Beweis und alle weiteren Details siehe [Bosch], Kapitel 7. Der Zusammenhang mit
der Dimension steckt in der folgenden algebraischen Aussage.

Satz 4.78. Es sei A eine endlich erzeugte, nullteilerfreie k-Algebra. Dann gilt
dim(A) = trdegk(Quot(A)).
Beweis. siehe [Eisenbud], Kapitel 13, Thm. A. [

Aus Satz 4.78 folgt sofort die Dimensionseigenschaft (D1) fiir den affinen Raum, da der Quo-
tientenkorper des Polynomrings der rationale Funktionenkorper k(x, ..., x,) vom Transzen-

denzgrad » ist. Aulerdem folgt:
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Korollar 4.79. Die Dimension einer irreduziblen k-Varietdit X stimmt mit dem Transzendenzgrad
des Funktionenkérpers k(X) iiber k iiberein.

Beweis. Wegen Eigenschaft (D3) der Dimension gilt dim(X) = dim(U) fiir jede nicht-leere
offene affine Untervarietit U von X, aulerdem k(X) = k(U). Mit Satz 4.78 folgt dim(X) =
dim(U) = trdeg, (k(U)) = trdeg, (k(X)). m

Korollar 4.80. Eine affine Varietit V c A" ist genau dann endlich, wenn dimy (k[ V'])) < oo gilt.

Beweis. Es sei V endlich und seien Vj,. .., V, die irreduziblen Komponenten von V. (Das sind
die einzelnen Punkte von V, wenn k = K gilt.) Nach Ubung 4.14 gilt dann

k[V]=k[Vi] x> k[V;].

Weil jedes V; endlich ist, hat k(V;) den Transzendenzgrad 0. Also ist k(V;)/k endlich und alge-
braisch. Damit ist auch k[ V;] c k(V;) endlich dimensional iiber k. Ist umgekehrt k[ V] endlich
dimensional, so auch alle k[ V;] und damit haben alle k(V;) den Transzendenzgrad 0. Also haben
alle V; die Dimension 0 und sind damit endlich. [

Die Charakterisierung der Dimension iiber den Funktionenkérper zeigt auch, dass sich die
Dimension unter birationaler Aquivalenz nicht dndert. Fiir spiter halten wir fest:

Satz 4.81. Jede irreduzible k-Varietit ist birational zu einer affinen Hyperfliche.

Beweisskizze. Wir beschrianken uns im Beweis auf den Fall char(k) = 0. Es seien xj,...,x, €
k(X) eine Transzendenzbasis iiber k. Die Korpererweiterung k(X)/k(x;, ..., x,) ist dann also
endlich und algebraisch. Weil k die Charakteristik 0 hat, ist sie auflerdem separabel und es greift
der Satz vom primitiven Element (siehe [Bosch], §3.6, Satz 12): Es gibt also ein Element x,,; €
k(X) mit k(X) = k(xy,...,x,)(x,11), das eine Polynomgleichung

- d d-1
F(xp41) = @aXp,g + Ad1Xyp + o + Ao

mit dg,...,a, € k(xy,...,x,) erfiillt. Bereinigen der Nenner liefert ein irreduzibles Polynom
f ek[xi,...,x,41]- Nach Konstruktion gilt dann k(X) = k(V(f)), so dass X nach Kor. 4.62 zur
Hyperfliche V( f) birational dquivalent ist.

Falls k positive Charakteristik hat, geht der Beweis im Prinzip genauso. Man muss aber
X1, ..., %, geschickt so wihlen, dass die Kérpererweiterung k(X)/k(x;,...,x,) separabel ist.
(Siehe dazu zum Beispiel [Hulek], $1.1.5.) [

Zum Schluf? dieses Abschnitts zeigen wir, dass die Dimension einer projektiven Varietdt mit
dem Grad des Hilbert-Polynoms tibereinstimmt, was ja unsere erste Definition war. Zur Vorbe-
reitung brauchen wir eine Hilfsaussage, die die Primérzerlegung eines Ideals aus §3.10 benutzt.

Lemma 4.82. Esseil c k[xo,...,x,] ein homogenes Ideal mit homogener Primdrzerlegung

I=I,n---nlI,.
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Sei S = k[xq,...,x,]/I der graduierte Restklassenring und X = V,(I) c P". Angenommen f €
k[xo, ..., x,] ist homogen vom Grad e mit der Eigenschaft, dass V. (f) keine der irreduziblen Va-
rietiten V. (1) enthilt, es sei denn V. (I;) = @. Dann gibt es e’ > e so, dass die lineare Abbildung

o { Sie — Sa
d. _ _

g = Jg
fiir alle d > e’ injektiv ist.

Beweis. Fiir die Ideale I; in der Primarzerlegung miissen wir zwei Fille unterscheiden. Falls
V. (I;) = @ gilt, so gibtes d; > 0 mit Sy, c I; nach dem projektiven Nullstellensatz (Kor. 3.13). Falls
keine solche Komponente existiert, setze e’ = e, andernfalls setze e’ = max{e + d;: V. (I;) = @}.
Istnung € S;_, mitd > e’ und fg = 0in Sy, dann also fg € I und damit fg € Iifurj=1,...,r.
Falls V(I;) # @, so folgt f ¢ \/I; aus der Voraussetzung an f und deshalb g € I;. Falls V(I;) = &,
so folgt ebenfalls g € I; wegen deg(g) > d;. Es folgtalso g € I und damit g = 0, wie behauptet. m

Beispiel 4.83. Es sei I = (xox1,x7) ¢ k[xp, %] und X = V,(I). Dann gilt X = {[1,0]} c P, so
dass x; auf keiner irreduziblen Komponenten von X verschwindet. Es ist aber I ¢ Z, (X) wegen
x1 € Z,(X) \ I. Betrachte wie im Beweis des Lemmas die lineare Abbildung

(xd,{ (k[x0,x1]/D)asr —  (k[x0,x1]/T)a

g > g Xo
Dann ist o; nicht injektiv, denn es gilt a;(x7) = Xox; = 0, aber X; # 0. Aber «, ist injektiv, da I,
jede quadratische Form enthilt, die in [1, 0] verschwindet.

Satz 4.84. Esseil c k[xy,...,x,] ein homogenes Ideal und X =V, (I) c P". Die Dimension
von X ist dquivalent gegeben durch die folgenden GrofSen:

(i) die kombinatorische Dimension von X;

(ii) den Transzendenzgrad des Funktionenkorpers k(X) iiber k, falls X irreduzibel ist;
(iii) den Grad des Hilbert-Polynoms P;.

Beweis. Es sei m = dim(X). Die Gleichheit von (i) und (ii) haben wir bereits diskutiert. Wir
zeigen die Gleichheit mit dem Grad des Hilbert-Polynoms durch Induktion nach m. Als In-
duktionsanfang nehmen wir den Fall X = @. Nach dem projektiven Nullstellensatz (Kor. 3.13)
gilt dann I; = k[x,,...,x,]s fur alle hinreichend groflen d. Also gilt fiir die Hilbert-Funktion
hi(d) = 0 fir hinreichend grof8es d und damit P; = 0. Es ist also dim(X) = deg(P;) = —oo, wie
gewiinscht™. Sei nun m > 0. Dann kénnen wir durch Koordinatenwechsel ohne Einschrankung
annehmen, dass die Voraussetzungen des vorangehenden Lemmas fiir f = x, erfiillt sind (siehe
Ubung 4.33). Es sei also S = k[xo, ..., x,]/I. Nach dem Lemma ist die lineare Abbildung

og:Sa-1 —> Sa, g+ g Xo.

»Wenn man sich an dem seltsamen Induktionsanfang bei —oo stort, kann man formal auch die Dimension der
leeren Menge und den Grad des Nullpolynoms als —1 definieren. Es spielt keine Rolle, so lange man sich iiberzeugt,
dass im Induktionsschritt alles in Ordnung ist.
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injektiv fiir alle hinreichend grolen d. Das Bild von «y ist gerade das Ideal (X;)4. Fiir die Hilbert-
Funktionen gilt H;(d) = dim S; und

Hy, oy (d) = dim(S/(%5))q = dim(S,) — dim((X5)q) = dim S; — dim Sy,
= Hy(d) - Hy(d -1)

fir alle hinreichend grofien d. Also gilt dieselbe Gleichheit auch fiir die Hilbert-Polynome. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt

m —1=dim(X nV(xo)) = deg(Prs(x,)) = deg(Px) -1

(falls m > 1; fiir m = 0 entsprechend). Die letzte Gleichheit benutzt folgende Beobachtung: Ist P €
Q[ t] ein normiertes Polynom, dann ist P(t) — P(¢—1) ein normiertes Polynom vom Grad genau
deg(P) -1, wie man durch Koefhizientenvergleich sieht. Damit ist die Behauptung bewiesen. =

Da wir Hilbert-Polynome mit dem Algorithmus aus Satz 3.61 konkret ausrechnen konnen,
haben wir damit auch eine gute Moglichkeit, die Dimension einer projektiven Varietdt zu be-
stimmen. Man beachte, dass man dafiir nach Satz 4.84 direkt mit definierenden Gleichungen
rechnen kann und es nicht nétig ist, das homogene Verschwindungsideal der Varietit, also das
Radikal, zu bestimmen.

UBUNGEN

Ubung 4.30. Es seien X, Y c A" irreduzible affine k-Varietiten. Es gelte dim(X) = n-1und Y ¢ X.
Zeigen Sie, dass jede irreduzible Komponente von X n Y die Dimension dim(Y’) — 1 hat.

Ubung 4.31. Fiir jeden Morphismus ¢: X — Y von Varietiten gilt dim(¢(X)) < dim(X).

Ubung 4.32. Essei p: Al - A%, t (£, 14, 7). Zeigen Sie:
(a) DasBild C = ¢(A!) ist abgeschlossen und 1-dimensional.
(b) Das Ideal Z(C) wird nicht von zwei Elementen erzeugt.

Ubung 4.33. Es seien P,,..., P, c k[xo,...,x,] homogene Primideale mit @ ¢ V,(P;) ¢ P" fiir i =
1,...,r. Zeigen Sie, dass es eine Linearform € € k[xo,...,x,]; gibt mit V. (P;) ¢ V. (€) furi =1,...,r.
(Vorschlag: Lemma 3.57).

Ubung 4.34*. Verfeinern Sie das Argument im Beweis von Satz 4.84 im Induktionsschritt, um einen neu-
en Beweis von Satz 3.61 (Existenz des Hilbert-Polynoms) zu geben. (Hinweis: Verwenden Sie Ubung 3.48).
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4.7. TANGENTIALRAUM UND GLATTHEIT

Tangentialraum und Glattheit sind geometrische Begriffe, die aus der Analysis und der Diffe-
rentialgeometrie entlehnt sind. Ihre Bedeutung ist auch in der algebraischen Geometrie immens.
Da es sich aber um punktweise Definitionen handelt, setzen wir in diesem Abschnitt k = K vor-
aus, so dass alle Punkte von Varietiten {iber dem Grundkoérper definiert sind.

Sei im folgenden immer k = K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Definition 4.85. Essei f € k[x;, ..., x,] ein irreduzibles Polynom und V = V( f) die zugehérige
Hyperflidche. Ein Punkt p € V heif3t regulir, wenn der Gradient (V f)(p) nicht der Nullvektor
ist. Der Tangentialraum an V in einem reguldren Punkt p ist die Hyperebene (V f)(p)*.

@

Tangentialraum an eine Kurve Tangentialraum an eine Sphére (Bildquelle: Wikimedia Commons)

Beispiele 4.86. Der Nullpunkt ist genau dann ein reguldrer Punkt von V( f), wenn der konstante
Term von f gleich 0 ist und der lineare Term ungleich 0.

T o

rxt-yP=0 4x> +5x% - 4y* +x =0

Definition 4.87. Essei V c A" eine affine k-Varietit mit Verschwindungsideal Z(V') c k[x, ..., x,].

Fiir v € k", betrachte den Richtungsableitungs-Operator

g
D, =Y v—
2.V

i

Der Tangentialraum an V in einem Punkt p € V ist der lineare Raum

T,(V) ={vek™(D,f)(p) =0firalle f e Z(V)}.
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Die Ableitungen von Polynomen sind dabei wie tiblich formal durch die Ableitungsregeln ge-
geben (was tiber C mit der Grenzwert-Definition tibereinstimmt). Aus der Linearitit der Ablei-
tung ist klar, dass T, (V') ein linearer Raum ist, genauer gesagt ein Untervektorraum des Raums
T,(A") = k" aller Richtungsableitungen. Fiir eine Hyperfliche V' = V(f), mit f reduziert,
stimmt diese Definition wegen Z(V') = (f) mit der vorigen tiberein (nach der Produktregel):

T,(V) ={vek™D,(f)(p) =0} = {(vl,...,vn ek”Z f(p) vz—0}={(Vf)(p)}L~

i= l
Per Definition ist der Tangentialraum ein linearer Unterraum von Tp(A") und geht damit durch
den Ursprung. Fiir unsere geometrische Anschauung ist es dagegen oft besser, den affinen Tan-
gentialraum p+T, (V') zu betrachten, der durch den Punkt p geht. Fiir die Hyperfliche V = V(f)
bedeutet das explizit

p+Tp(V):{vek”Z f(p) (vi—pi) = 0}.

i=1 Xi

Ist zum Beispiel n = 2, f € k[x, y] ein irreduzibles Polynom und p = (a, b) ein reguldrer Punkt
auf der ebenen affinen Kurve V(f), so ist der affine Tangentialraum also die Gerade

of of _
5y (@x-a)+ a—y(b)(y— b) =0

Proposition 4.88. Essei V c A" eine affine Varietit. Seien fi,. .., fo € k[x1,...,x,] Erzeuger des
Ideals Z(V') und sei ] die € x n-Matrix mit Eintriigen

]l] = (afl/ax])w
Dann ist T,(V') der Kern von J(p).
Beweis. Gegeben f € Z(V'), schreibe f = Zle gjf;- Dann gilt

Du(f)(p) = X1, &(P)D(£)(p)

nach der Produktregel und wegen f;(p) = 0. Ist also v im Kern von J(p), so folgt D, (f)(p) =
Zle gj(p)(Z?zlvi(aﬁ/axi)(p)) = 0. Also enthilt T,(V) den Kern von J(p). Ist umgekehrt v €
T,(V),sogilt D,(f;)(p) =0furalle j=1,...,¢und damit v € ker(J(p)). n

Die Definition des Tangentialraums tiber Richtungsableitungen fiihrt zu zwei technischen
Problemen: (1) Es ist nicht klar, wie sie sich auf nicht-affine Varietéten verallgemeinern ldsst. (2)
Es ist nicht klar, wie sie sich unter Isomorphismen von Varietiten verhilt. Um diese Probleme
zu beheben, verwenden wir die folgende abstraktere Beschreibung des Tangentialraums.

Satz 4.89. Es sei V c A" eine affine Varietit, p € V ein Punkt und m, = {f € k[V]: f(p) = 0}
das zugehdorige maximale Ideal von k[ V']. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

Ty(V) = (mp/my)*
von k-Vektorrdumen, wobei (m,/m)* den Dualraum des Vektorraums m,[m;, bezeichnet.

Beweis. Zuerst etwas Erinnerung aus der linearen Algebra. Seien V und W zwei endlich-dimensionale
k-Vektorraume und
a:VxW-k
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eine bilineare Abbildung. Dann induziert « die beiden linearen Abbildungen

V - W+ W - %4
o und o .
v = a(v,-) w o~ a(-,w)

(Dabei ist a(v,—): W — k die lineare Abbildung w ~ «(v,w) und entsprechend a(—,w).)
Wenn «; und «, injektiv sind, dann sind sie auch surjektiv. Denn ist «; injektiv, so impliziert
das dim(V) < dim(W*) = dim(W) und umgekehrt fiir a,, also dim(V) = dim(W). Damit
sind a; und «, injektive lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen der gleichen endlichen
Dimension und damit Isomorphismen. In diesem Fall wird « eine perfekte Paarung genannt.

Seinun p = (p1,...,pn) und M, = (x; = p1,..., X, — pn) C k[x1, ..., x,] das maximale Ideal
zum Punkt p, so dass also m, = M,/Z(V) gilt.

Bemerke zunéchst, dass fiir f € M, genau dann D, (f)(p) = 0 fir alle v € T,(A") gilt, wenn
f in Mj enthalten ist. (Taylor-Formel; Ubung 4.35). Es folgt, dass die bilineare Abbildung

{ T(AT) X MyME >k
(v, f) = D,(f)(p)

eine perfekte Paarung ist. Die Behauptung ist also richtig fiir V = A".
Wir behaupten, dass « auch modulo Z(V) eine perfekte Paarung

@ Ty(V) x (my[my)* =k, (v, ) = Dy (f)(p)
induziert. Dafiir miissen wir als erstes zeigen, dass @ wohldefiniert ist. Gegeben v € T,(X) und
f €Z(V),danngilt D,(f)(p) = 0 nach Definition. Sind also f und g in M mit f - g € Z(X) + M,
und v € T,(X), so folgt D, (f)(p) = D,(g)(p). Also ist @ wohldefiniert.

Um zu zeigen, dass o perfekt ist, miissen wir zeigen, dass die Kerne auf beiden Seiten (also
von «; und a,) Null sind. Auf der linken Seite ist das klar, denn wir haben lediglich von TP(A”)
auf T, (V') eingeschrinkt.

Auf der rechten Seite arbeiten wir im Vektorraum M,/M;. Dieser wird von den Restklassen
x; — p; aufgespannt und ist deshalb endlich-dimensional. Seien f;, ..., f; Erzeugende von Z (V)
und sei U der in M,/ M, von ]71, cees jTg aufgespannte Unterraum. Sei U’ ein Komplement von U,
also M,/M; = U @ U’ und seien gy, ..., g € M, so gewiahlt, dass gi, ..., g eine Basis von U’
bilden. Da « eine perfekte Paarung ist, gibt es eine duale Basis, also Elemente v, ..., v, € T,(A")
mit D,,(g;)(p) = d;; und fir den von vy, ..., v, aufgespannten Unterraum W von T,(A") gilt
T,(A") = T,(V) ® W. Nun ist W gerade der Kern der Abbildung

T,(A") = (U )", v = a(v,-).

Wegen m,/my = (M,/M;)/U = U’ zeigt das, dass die Abbildung T,(V) — (m,/m;)*, v
a(v, —) injektiv ist, wie behauptet. Damit ist alles bewiesen. u

Korollar 4.90. Essei V c A" eine affine k-Varietit und p € V ein Punkt. Sei O,y der lokale Ring
von V im Punkt p und m, y sein maximales Ideal. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus
T,(X) = (mp,y[m3, )" von k-Vektorrdumen.

Beweis. Es gilt O,y = k[V],,, (wobei m, = {f € k[V]: f(p) = 0}). Nach dem Satz gilt also

T,(V) = (mp/mf,)* = (mp,v/m;,v)*’
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wobei die letzte Isomorphie darauf beruht, dass Lokalisierung und Quotientenbildung mitein-
ander vertauschen (siehe Ubung 4.5). [

Definition 4.91. Es sei X eine quasiprojektive Varietdt und p € X ein Punkt. Sei m, x das ma-
ximale Ideal des lokalen Rings O, x von X in p. Der Tangentialraum an X im Punkt p ist der
k-Vektorraum (m,,x/m )*. Der Punkt p heifit reguldr, wenn p nur in genau einer irreduziblen
Komponenten X’ von X liegt und

dim(T, (X)) = dim(X’)

gilt. Ein Punkt von X, der nicht regulér ist, heif3t ein singuldrer Punkt oder eine Singularitit. Ist
p € X ein reguldrer Punkt, dann heif3t X glatt im Punkt p. Die Varietit X heif’t insgesamt glatt
(oder reguldr”), wenn sie in jedem ihrer Punkte glatt ist. Die Menge aller reguldren (bzw. singula-
ren) Punkte von X heifst der reguldre Ort (bzw. der singulidre Ort) und wird mit X, bezeichnet
(bzw. mit Xn,).

Aufgrund der neuen Definition mithilfe von lokalen Ringen, ist klar, dass sich Regularitét
unter Isomorphismen tibertragt: Sind X und Y zwei Varietéten, ¢: X — Y ein Isomorphismus,

dann ist p € X genau dann ein reguldrer Punkt, wenn ¢(p) € Y ein reguldrer Punkt ist.

Beispiele 4.92. Die Veronese-Varietiten v;(PP") sind glatt, da sie zu P" isomorph sind. Insbe-
sondere sind die verdrehte Kubik und die rationalen Normalkurven glatt. Die Segre-Varietiten
2 » sind ebenfalls glatt. (Allgemein ist das kartesische Produkt glatter Varietiten glatt.)

In Macaulay2 kann man den singulidren Ort mit dem Befehl singularLocus berechnen lassen.
il : S=QQ[x®,x1,x2,x3];

i2 : I=ideal(x07°3-x1"3-x2"3-x3"3);

i3 : V=Spec(S/I);

i4 : W=singularLocus(V)

04 : AffineVariety

i5 : dim(W)

05 =20

Die Varietit V hat also nur endlich-viele singuldre Punkte.

i6 : decompose(ideal(W))

o6 = {ideal (x3, x2, x1, x0)}

Genauer besteht der singuldre Ort nur aus dem Nullpunkt. Da I ein homogenes Ideal ist, ist diese
Singularitét auf der zugehorigen projektiven Varietdt nicht zu sehen.

i7 : X=Proj(S/I);

i8 : dim(singularLocus(X))

08 = -infinity

Die projektive Varietit X ist also glatt.

BIn der modernen algebraischen Geometrie wird ‘glatt’ hiufig nur als eine Eigenschaft von Morphismen verwendet
bzw. ist fiir Varietaten anders definiert. Der Unterschied ist nur in Charakteristik p relevant. In vielen Biichern
werden die Begriffe ‘glatt’ und ’regulir’ synonoym verwendet, aber in Charakteristik p ist Vorsicht geboten.
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Satz 4.93. In jeder quasiprojektiven Varietit ist der regulire Ort offen und dicht. Insbesondere

besitzt jede Varietit einen reguldren Punkt.

Beweis. Es sei V eine quasi-projektive Varietdt. Zundchst bemerken wir, dass die Menge der
Punkte von V, die nur in einer einzigen irreduziblen Komponenten von V enthalten sind, offen
und dicht in V ist (siehe Ubung 4.36). Deshalb kénnen wir fiir den Beweis ohne Einschrinkung
annehmen, dass V irreduzibel ist. AufSerdem wird V von offenen affinen Untervarietdten tiber-
deckt (Kor. 4.42). Deshalb konnen wir weiter auf den Fall reduzieren, dass V affin ist.

Wir zeigen die Behauptung nun zunéchst fiir eine irreduzible affine Hyperflache. Es sei f €
k[xy,...,x,] irreduzibel und V = V(f). Per Definition sind die singuldren Punkte genau die
Punkte von V, in denen der Gradient V f verschwindet. Es gilt also

Ving = V(> 3f |91, ..., Of [0x,).

Das ist eine abgeschlossene Untervarietdt von V, also ist Vg = V \ Vi, offen. Wir miissen nur
noch zeigen, dass Vi, # V gilt. Da das Polynom 0 f/0x; in der Variablen x; kleineren Grad als
f hat, kann es nicht durch f teilbar sein, es sei denn, es ist (identisch) Null. In Charakteristik
0 geschieht das genau dann, wenn die Variable x; in f nicht vorkommt. Da eine der Variablen
X1, ..., %, in f vorkommen muss, kann V f also nicht iiberall auf V verschwinden. Falls char(k) =
p > 0, s0 gilt 9f/dx; = 0 genau dann, wenn f ein Polynom in x/ ist. Wire dies fiir alle i =
1,...,n der Fall, dann kénnten wir aus jedem Koeffizienten von f die p-te Wurzel ziehen (da k
algebraisch abgeschlossen ist) und f = g” fiir ein g € k[xy, ..., x,] folgern, im Widerspruch zur
Irreduzibilitdt von f. Damit ist die Behauptung im Fall von affinen Hyperflichen bewiesen.

Wenn V keine Hyperfliche ist, dann konnen wir Satz 4.81 anwenden: Da V birational zu
einer affinen Hyperflache ist, gibt es eine offene dichte Teilmenge U von V die isomorph zu einer
offenen dichten Teilmenge einer Hyperflache ist. Daher enthilt U eine offene dichte Teilmenge
von regulidren Punkten.

Es bleibt zu zeigen, dass Vi, abgeschlossen ist. Es sei V ¢ A" abgeschlossen und irreduzibel
mit Verschwindunsideal Z(V') = (f;,..., f;). Sei ] die Matrix mit Eintrigen (9 f;/dx;) wie zuvor.
Nach Prop. 4.88 sind die reguldren Punkte von V genau die Punkte p € V, in denen J(p) den
Rang #n — dim(V') hat. Da V,, dicht in V ist, kann J(p) niemals gréfleren Rang als n — dim(V')
haben. Denn angenommen es gibe p € V mit Rang(J(p)) > n — dim(V'), dann gibe es einen
Minor von J der Grofle r > n—dim( V') +1, der in p nicht verschwindet (siehe Aufgabe 1.14). Dann
besitzt p aber eine offene Umgebung, in der dieser Minor nicht verschwindet, im Widerspruch
zur Dichtheit von V. Also ist die Menge der singuldren Punkte von V genau die Menge der
Punkte p € V, in denen J(p) kleineren Rang als #n — dim(V') hat. Das ist die abgeschlossene
Menge von V, die durch das Verschwinden aller Minoren der Grofie n—dim(V') gegeben ist. =

Der Beweis hat zusitzlich folgendes gezeigt:
Korollar 4.94. Ist X eine irreduzible k-Varietdit der Dimension d, dann gilt
dimT(X) >d

fiir alle p € X, mit Gleichheit auf der offenen dichten Menge X..g. |
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Bemerkung 4.95. Die Menge aller Punkte einer Varietat X, die in mehr als einer irreduziblen
Komponenten liegen, ist per Defininition im singuldren Ort von X enthalten. Allerdings kann
man auch das tiber die Dimension des Tangentialraums ausdriicken. Fiir Hyperflachen ist das
klar: Ist f = ﬁ f, mit f; und f, reduziert und ohne gemeinsame Faktoren, dann gilt also V( f )sing =

V(aa—;, cees ax L), Firp e V(fi) nV(f,) ist dann af( ) = %(p)fz(p) + axﬁ(p)fl(p) = 0 nach der
Produktregel. Fiir den allgemeinen Fall siehe etwa [Shafarevich], II.2, Thm. 6.

Tangentialrdume sind zunéchst affin definiert. Der Tangentialraum an eine projektive Varie-
tat sollte aber auch ein projektiver Unterraum sein: Sei X c P" eine projektive Varietit und p € X.
Dann ist p in einer offenen affinen Teilmenge D; ~ A" enthalten. Wir definieren den projektiven
Tangentialraum T,(X) an X in P als den projektiven Abschluss des affinen Tangentialraums

p+Tp(XﬂDi)CDiC]Pm.

Diese Definition hingt nicht von der Wahl von D, ab, ist aber technisch nicht sehr bequem.

Wir betrachten zunachst wieder den Fall einer Hyperfliche X = V, (f), mit f € k[xo, ..., x,]
homogen und irreduzibel. Betrachte die affine offene Teilmenge D, mit affinen Koordinaten y; =
x;/%o. Dann ist X n Dy beschrieben durch f(y1,...,¥4) = f(1, %1, .., ¥,). Fiir einen Punkt p =
(Wi, ..., w,) € X n Dy ist der affine Tangentialraum gegeben durch

p+Tp<X>:{<yb...,yn>zl f(p) ) >=o}.

Der projektive Tangentialraum wird durch die homogenisierte Gleichung beschrieben:

n

Tp(X) = {[Xo,xla---,xn]izg(l,wl,...,wn) . (xi - Wixo) = 0}_

i1
Das konnen wir weiter vereinfachen, indem wir die Euler-Identitit
z”: af _
i=0 0x; 4

mit d = deg( f), benutzen. Wegen f(1,w,...,w,) = 0 folgt

Zn:af(l Wl)'--awn) ( wi - xo)‘ f(l W1,...,Wn)'x0.

Daraus folgt

TP(X):{[xO,...,xn]E]P’” Z f(p) x,—O}

i= O
Der Punkt p ist genau dann singulér, wenn die partiellen Ableltungen von f in p verschwinden,

also genau dann, wenn T, (X) = P" gilt. Wegen der Euler-Identitét impliziert das Verschwinden
aller partieller Ableitungen auch das Verschwinden von f (es sei denn, die Charakteristik von k
teilt d). Der singuldre Ort von V, (f) wird also genau von den partiellen Ableitungen definiert.

Ist X c P eine projektive Varietit, nicht notwendig eine Hyperfliche, dann ist T, (X) der
Durchschnitt aller Tangentialraume in p an alle Hyperfldchen, die X enthalten. Wenn also das
homogene Verschwindungsideal Z, (X) von f;, ..., f, erzeugt wird, dann gilt

']I‘p(X):éTP(M(ﬁ)):{[xo,...,xn "iff(p —0,jz1,...,€}:]P>(ker]),

1:0
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wobei J die € x n-Matrix mit Eintragen J;; = (9f;/dx;)(p) ist.

Eine projektive Hyperfldche V, (f) in P" ist genau dann glatt, wenn V, %, ceos %) = g gilt
(wenn wir der Einfachheit halber char(k) + d annehmen). Wie sieht die Menge aller homogenen
Polynome mit dieser Eigenschaft aus? Sei dazu V; = k[xo, ..., x,]s (d > 0) und betrachte

@4 ={(p,[F]) e P" xPV;: (Vf)(p) = 0}.

Die Menge @, ist abgeschlossen in P" x PV;, denn (V f)(p) = 0 ist ein System von Polynomglei-
chungen in p und den Koeflizienten von f. Es folgt aus dem Hauptsatz der Eliminationstheorie,
dass die Projektion A, = 71,(®,) von 0, auf den zweiten Faktor abgeschlossen in PV ist.

Die Varietit A, besteht aus allen f € k[xo,...,x,]s fiir die V. (f)sing # @, sowie allen f,
die einen mehrfachen irreduziblen Faktor haben. Es gilt A; ¢ PV;, denn fiir jeden Grad d und
jeden Korper k gibt es glatte projektive k-Hyperflichen. (Falls char(k) + d gilt, so ist zum Bei-
spiel V, (xd + -+ + x¢) eine glatte Hyperfliche). Tatsichlich ist A4 eine Hyperflache, genannt die
Diskriminante. Sie ist also durch ein einziges Polynom in den Koeflizienten von f definiert.

Fir d = 1 gilt offenbar A; = @. Der Fall d = 2, quadratische Formen, ist ebenfalls elementar:
Beschreibt man eine quadratische Form f € k[xo, ..., x,]s durch eine symmetrische (n + 1) x
(n +1)-Matrix A als f = x'Ax (mit x = (xo,...,X,), char(k) # 2), so gilt V,(Vf) = & genau

dann, wenn A invertierbar ist (sieche Ubung 4.37). Die Diskriminante ist also A, = V, (det), wobei

n+2
2

Im allgemeinen hat die Diskriminante den Grad (n +1)(d —1)" und iiber die Struktur dieses

det die Determinante als Polynom vom Grad » + 1 in den ( ) Eintrdgen von A ist.

Riesen-Polynoms ist nicht allzu viel bekannt.

UBUNGEN

Ubung 4.35. (k=K) Es sei p = (ay,...,a,) € A" ein Punkt, M, = (xy - ai,..., X, — ap) und f € M,.
Zeigen Sie: Genau dann gilt D, (f)(p) = 0 fiir alle v € k", wenn f € Mf, gilt.

Ubung 4.36. Essei X eine quasiprojektive Varietit. Zeigen Sie, dass die Menge der Punkte von X, die nur
in einer einzigen irreduziblen Komponenten von X enthalten sind, offen und dicht in X ist.

Ubung 4.37. Es gelte char(k) # 2. Sei A eine symmetrische (n + 1) x (n + 1)-Matrix mit Eintrigen

in kund f = x'Ax € k[xo,...,x,] die zugehorige quadratische Form. Zeigen Sie: Genau dann gilt
V+(§—£, cees %) = @, wenn A invertierbar ist.

Ubung 4.38. Zeigen Sie: Wenn eine projektive Hyperfliche vom Grad 3 zwei singulire Punkte enthilt,
dann auch die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte.

Ubung 4.39. Bestimmen Sie fiir « € k die singuldren Punkte der Kurve V. (f) c P? gegeben durch
f=xp+x +x5+a(xo+x+x)°.
Ubung 4.40. Bestimmen Sie die singuliren Punkte der Steiner-Fliche

V, (x7x3 + x3x5 + xgxf — xox1%2%3) € P2,

Plotten Sie das reelle Bild dieser Fliche (mit xq = 1).
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